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1 FEinfiihrung

1 Einfithrung

Die digitale Signalverarbeitung gibt es historisch gesehen, schon seit der Zeit, als Astrono-
men aus Zahlenkolonnen, die sie bei der Beobachtung der Bewegung der Himmelskorper
gewannen, analytische Aussagen iiber deren Bahnkurven machten. Den Beginn der mo-
dernen digitale Signalverarbeitung kann man in den fiinfziger Jahre ausmachen als man
sich Gedanken dariiber machte, ob man im Bereich der Systemanalyse und —simulation
die damals gebréuchlichen Analogrechner im Prinzip durch Digitalrechner ersetzen kann.

Die Grundlagen der Theorie der zeitdiskreten Systeme wurden im Laufe des 2. Weltkrieges
unabhéngig voneinander in der USA (Hurewicz, MacColl), in England (Barker), Rulland
(Tsypkin) und Deutschland (Oldenbourg und Sartorious) entwickelt. Bei den Arbeiten
bis Ende der fiinfziger Jahre standen die z—Transformation und die Beschreibung und
Analyse diskreter Systeme im Frequenzbereich im Mittelpunkt des Interesses.

Die ersten Biicher iiber digitale Regelungstechnik wurden 1958 von E.I. Jury bzw. von
Ragazzini und Franklin verdffentlicht. Der Begriff Digitale Signalverarbeitung tauchte
demgegeniiber erstmals 1969 in dem Buch von Gold und Rader auf.

Etwa um 1960 fand der Digitalrechner als Prozefirechner auch Einsatz bei der direkten di-
gitalen Regelung (Direct Digital Control DDC) in komplexen regelungstechnischen Prozes-
sen, wie sie bei technischen Groflanlagen (Mehrgrofienregelsystemen) zur Prozeffithrung
erforderlich sind. Diese sogenannten Prozefirechner ermoglichten die Verarbeitung der
zahlreichen anfallenden Meflwerte und iibernahmen dann die optimale Fiihrung des ge-
samten Prozesses. Dieser Rechnereinsatz beim Realzeitbetrieb geregelter technischer Pro-
zesse erfuhr anfanglich manchen Riickschlag, doch Anfang der siebziger Jahre gehorte bei
vielen komplexen Regelanlagen der Prozefirechner als Instrument zur Uberwachung, Pro-
tokollierung, Regelung und Steuerung technischer Prozesse bereits zur Standardausriistung.

Die Entwicklung relativ preiswerter Mikroprozessoren ab etwa 1975 fiihrte schliellich in
den achtziger Jahren zur digitalen Gerdtetechnik und damit zu leistungsfdhigen Prozef3-
leitsystemen mit dezentraler verteilter Rechnerkapazitdat. Diese dezentralen Prozeflleitsy-
steme ersetzten ab 1985 weitgehend den zentralen Prozefirechner bei der Automatisierung
technischer Prozesse.

Seit 1983, als das erste digital realisierte Anti-Blockier-System (ABS) von Teves in Se-
rie ging, hat sich in Kraftfahrzeugen die Anzahl der digitalen Steuergerite stetig erhcht.
Moderne Luxusfahrzeuge wie der Maybach oder der Phaeton haben inzwischen bis zu
70 elektronische Steuergeréite an Bord. Moderne Kraftfahrzeuge und erst recht die kom-
mende X-by-Wire Technologie sind ohne die digitale Signalverarbeitung und die digitale
Regelung nicht zu realisieren. Da Fly-by—Wire in der Luftfahrttechnik bereits Stand der
Technik ist, gilt diese Aussage auch fiir moderne Flugzeuge.
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1 FEinfiihrung

Die Griinde fiir den zunehmenden Einsatz digitaler Regler sind vielfaltig:

— Einfache Realisierung komplexer Regelungs-, Steuerungs- und Uberwachungsalgo-

rithmen.

— Flexibilitiit (einfache Anpassung und Anderung der Algorithmen).

— Kosten (Einsatz standarisierter Mikroprozessoren).

— Kiirzere Entwicklungszeiten (Rapid Prototyping).

In dem BA-Modul ”Steuer— und Regelungstechnik wurden nur lineare und kontinuierliche
Systeme entsprechend Bild 1.1 behandelt.

Regler

Strecke

Bild 1.1: Blockschaltbild des linearen einschleifigen Regelkreises

Kontinuierliche Systeme haben Variable (Eingangs—, Zustands— und Ausgangsvariable),
die alle kontinuierliche Zeitfunktionen sind. Die Werte w(t), e(t), u(t), z(t) und y(¢) sind

fiir jeden Zeitpunkt ¢ bestimmt.

Sind in einem Regelkreis Elemente enthalten, die Signale nur zu diskreten Zeitpunkten

iibertragen, sprechen wir von zeitdiskreten Regelungssystemen oder auch Abtast-

regelung.

Diskontinuierliche Signaliibertragung tritt auf, wenn

a) die RegelgroBe nicht kontinuierlich mefibar ist (Rundsicht-Radargerét zur Flugiiber-

wachung, Analyse von Stichproben in der chemischen und der metallurgischen In-

dustrie);

b) die StellgroBe nur zu bestimmten Zeitpunkten gedndert werden kann (Multiplexbe-

trieb — Bild 1.2);
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1 FEinfiihrung
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Bild 1.2: Schematische Darstellung einer Multiplexanordnung

c¢) die Regeleinrichtung nur zeitdiskrete Signale verarbeiten kann, wie z. B. bei Einsatz
eines digitalen ProzeB- bzw. Mikrorechners. (Bild 1.3)

MeBwertiibernahme Ausgaberegister

w(t) e(t) — — u(t) y(t)

. <> ol A Digital- D > Strecke -

D rechner A

Bild 1.3: Regelkreis mit Prozefirechner

Svaricek, 2012 - 7



2 Diskrete Signale und Systeme

2 Diskrete Signale und Systeme
Ein diskretes Zeitsignal erhélt man meist durch Abtastung eines kontinuierlichen Signals.

Definition 2.1 Kontinuierliches Signal

Ein kontinuierliches Signal ist eine Zeitfunktion, die zu jedem Zeitpunkt ¢ beliebige
definierte Werte annehmen kann (Bild 2.1).

y=vy(t)eR, Vit . (2.1)

A y(t) H

Bild 2.1: Kontinuierliches Zeitsignal

Die Abtastung kann dquidistant, zufillig oder nach einem anderen Gesetz erfolgen.

Definition 2.2 Zeitdiskretes Signal

Ein diskretes oder auch zeitdiskretes Signal wird durch eine Funktion eines diskreten
Arguments beschrieben (Bild 2.2).

y = y(te), k=1,2,....,n. (2.2)
O
A Yt
N\
\
\
\
N
b

tl tQ tg t4 t5 t6 t7

Bild 2.2: Darstellung eines zeitdiskreten Signalverlaufes
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2 Diskrete Signale und Systeme

Im weiteren wird stets eine dquidistante Abtastung vorausgesetzt, die zudem so erfolgen
soll, dafl aus den Abtastwerten das urspriingliche Signal fehlerfrei rekonstruiert werden
kann. Das bedeutet, es gilt ty = kT4, wobei Ty = 1/f4 := T das Abtastintervall und f,
die Abtastfrequenz ist.

Definition 2.3 Quantisiertes Signal

Ein quantisiertes Signal kann nur eine endliche Anzahl unterschiedlicher Werte annehmen
(Bild 2.3).

y = yx(t), vVt k=1,2,...,n . (2.3)

O

Y- — — — — — —

Ys|m — — — — T T ] —

Ya|— — — —

s\ — — — — 7 — — — — /7 :’—
Yof 00— 71— — — — — —

Y1

Bild 2.3: Darstellung eines quantisierten Signals

Werden Prozef— und Mikrorechner als Regler eingesetzt, so miissen die iiberwiegend kon-
tinuierlichen Regelgrofen durch A/D—Umsetzer (ADU) zeitdiskretisiert und amplituden-
quantisiert werden. Bei regelungstechnischen Aufgaben ist der EinfluB der Amplituden-
quantisierung auf das dynamische Systemverhalten von untergeordneter Bedeutung, wenn
ADU mit einer Auflosung < 1%, also 7 bit verwendet werden. Dagegen kann die Zeit-
diskretisierung das Systemverhalten ganz entscheidend beeinflussen. Somit beziehen sich
die weiteren Darstellung unter Vernachlassigung der Quantisierungseffekte des ADU aus-
schlieBlich auf diskrete Signale und Systeme. Bei den Systemen sollen im weiteren folgende
Begriffe unterschieden werden:

Definition 2.4 Kontinuierliches System

In einem kontinuierlichen System sind die Eingangs— und Ausgangssignale sowie die Zu-
standsvariablen kontinuierliche Zeitfunktionen. Das dynamische Verhalten wird durch
Dgln. beschrieben (Bild 2.4). O
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2 Diskrete Signale und Systeme

u(t) y(t) = flu(t) y(t)

— EEEEE——

Bild 2.4: Blockbild eines kontinuierlichen Systems

Definition 2.5 Abtastsystem

Bei einem kontinuierlichen Abtastsystem sind die Zustandsvariablen kontinuierliche Funk-

tionen, die Eingangs— und/oder Ausgangssignale diskrete Signale (Bild 2.5). O
lf 1
u(ti) | u(t) _ (1) ()
D e = s )| A A
. _D/A-Umsetzer A/D-Umsetzer |

Bild 2.5: Blockschaltbild eines Abtastsystems

Definition 2.6 Diskretes System

Bei einem diskreten System sind die Eingangs—, Ausgangs— und Zustandsvariablen dis-

krete Zeitfunktionen (Bild 2.6). O
u(ty) y(tp) = y(tr)
—  f(=(tk), u(tk)) =
a(ty)

Bild 2.6: Zeitdiskretes System

Vernachléssigt man die Quantisierungseffekte, so 148t sich der ADU durch einen idealen
Abtaster darstellen (Bild 2.7).
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2 Diskrete Signale und Systeme

T A y(t),y(tr)

y(tr)
y(t) (k) /\xy ()

y(t) e y(te) -
b 0 1 2 3 4 5 6 T i

Bild 2.7: a) Blockbild eines Analog—/Digital-Umsetzers (ADU), der durch einen Takt T°
getaktet wird
b) vereinfachte Darstellung des ADU als Abtaster
c¢) kontinuierliches Signal y(¢) als Eingangssignal und zeitdiskrete Signalfolge
y(tr) als Ausgangssignal eines ADU

Beispiele zu Konstruktionsprinzipien von A /D—Wandlern !

a) Struktur und Zeitverhalten des zidhlenden ADU

U
ATF————— v DAU |
| |

| : .
Vergleicher Zahlrate R | . [ }Dlgltalwert

* e D

| ox |

D Q
CK
: Zahler ‘

Clear

S

E0C S0C

Bild 2.8: Geriteplan eines zidhlenden ADU

! Vergl. auch Farber, G. : Prozefirechentechnik. Berlin: Springer 1979.
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2 Diskrete Signale und Systeme

Ein Zghler, an dessen Ausgang ein Digital/Analogconverter angeschlossen ist, wird
solange inkrementiert, bis ein nachgeschalteter Vergleicher feststellt, dal das zu
messende Signal mit dem DAU-Signal iibereinstimmt: Der Zahlerstand entspricht
dann genau dem digitalisierten Analogwert. Es handelt sich um ein einfaches und

) Upau

\
\
\
N ..
JFJFTAU Auflésung
\ \
\ \

—

-

1/R

Bild 2.9: Ausgangssignal eines Digitalen-Analog—Umsetzers (DAU)

verhdltnismafBig langsames Verfahren. Bei 12 bit Genauigkeit mufl bis maximal
212 = 4096 gezihlt werden, bei einer Zihlrate von 1 MHz entsteht also eine maximale
Wandlungszeit von 4 ms. Die Wandlungsrate ist im iibrigen nicht konstant, sondern
héngt von dem gemessenen Wert ab.

b) Struktur und Zeitverhalten des Tracking—ADU
Eine spezielle Form des zdhlenden ADU stellt der Tracking ADU dar, dessen Geréteplan
Bild 2.10a) zeigt. In Bild 2.10b) ist dargestellt, dal dieser ADU langsam sich
dandernden kontinuierlichen Signalen folgen kann.

A

[
‘ U
Al T DAU a0 DAU
|
: Vergleicher
‘ |
| :
: V/R [
| ~ Vor-/Riickzéhler ‘
| CK | T t
 Zdhlrate R~ a) /R b)

Bild 2.10: Geriiteplan und Ausgangssignal des Tracking ADU
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2 Diskrete Signale und Systeme

¢) Prinzip des Wige—Codierers (Sukzessive Approximation)

Ein Register wird zunéchst auf den Wert 100 . .. 0 gesetzt, so dafl der nachgeschaltete
Digital/Analogumsetzer genau in die Mitte des Spannungsbereichs gesetzt wird.
Die Spannung wird mit dem MefBwert verglichen; ist sie grofler, dann wird der
Digitalwert 01...0 erzeugt, sonst 110...0.

\ 1
\ ’

77777777777777777 A\ Upav

+URef
Uar

} Digitalwert

\
|
\
\
| Vergleicher
\
\
\
\
\

] [ "
4z ~Ukef -
i SAR-Register
=% 1. |2. | 3. |4. |5. ... Schritte
S b) 5
SOC EocC o| of| of of =
=
g ol o| o =)
. . . o [=]
SAR Successive Approximation Register T B lelo|l~| oo
E — — —
% =}

Bild 2.11: Zum Wiége—Codierverfahren  a) Prinzip der manuellen Wiagung — b)
Geréteplan des ADU ¢) Darstellung der Codierung

In Abhéngigkeit vom Vergleichsergebnis wird also der der néchstniederen Binérstufe
entsprechende Spannungswert entweder addiert oder subtrahiert. Mit jedem Schritt
wird also die am Digital/Analogumsetzer anliegende Spannung sukzessive der Mef3-
spannung angenahert — der entsprechende Digitalwert reprisentiert den Analogwert
mit immer hoherer Genauigkeit. Im Gegensatz zu dem zuvor erwéhnten Verfahren
steigt hier die Wandlungszeit nicht proportional zu der Anzahl der darstellbaren
Amplitudenstufen, sondern nur zum Logarithmus dieser Anzahl. Es handelt sich
also um ein schnelles Wandlungsverfahren.
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2 Diskrete Signale und Systeme

In einem A/D-Umsetzer wird ein kontinuierliches Signal zeitdiskretisiert und ampli-
tudenquantisiert. Bei hinreichend grofier Auflosung (Fehler < 1%) ist der Amplitu-
denquantisierungseffekt fiir die Dynamik des Regelkreises vernachliassigbar. Wie bereits
zuvor erwahnt, wird in dieser einfithrenden Darstellung dquidistante Abtastung voraus-
gesetzt. Die Tastperiode T ist dabei ein wesentlicher Analyse— und Syntheseparameter,
der vom Prozefirechner bzw. dessen Uhr gesteuert wird und der wesentlich die Dynamik
des Systems bestimmt.

2.1 Elementare diskrete Signale

Im folgenden werden die Grundziige der Theorie linearer zeitdiskreter Signale und Systeme
dargestellt. Diese Theorie lauft weitgehend parallel zu der in den Modulen ”Steuer— und
Regelungstechnik” bzw. ”Regelungstechnik” behandelten zeitkontinuierlichen Systeme.
Diskrete Signale bzw. die sie reprisentierenden Zahlenfolgen kénnen reell oder komplex
sein. Die wichtigsten elementaren Signale, die auch hier z.B. zum Test der Eigenschaften
dynamischer Systeme eingesetzt werden kénnen sind:

a) Einheitsimpuls oder Impulsfolge

Der Einheitsimpuls (Bild 2.12a)

1 fir  k=ko
0k — ko) = kE=0,1,... 24
(k= ko) {o fir & # ko 0,4, (24)
b) Einheitssprung oder Sprungfolge
Der Einheitssprung (Bild 2.12b)
1 fiir k> ]{70
1(k — = - =0,1,2,... 2.
Got={ o pIQ k-oi 25)
A u(k) A u(k)
11— 17
a) b)
ko k ko k

Bild 2.12: Zeitdiskrete Testsignale  a) Einheitsimpuls b) Einheitssprung
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2 Diskrete Signale und Systeme

2.2 Eigenschaften diskreter Systeme

Das Ubertragungsverhalten des zeitdiskreten Systems in Bild 2.13, gekennzeichnet durch
den Operator L{-}, wird zunichst durch die zuvor definierten diskreten Testsignale be-
schrieben. Dabei werden die betrachteten Signale bzw. ihre Argumente weitgehend wie
folgt abgekiirzt, z. B. :

ur = u(k) = u(ty) = u(t)|s=r, - (2.6)
u(k k) = f(u(k
(k) L0y y(k) Jl( )
Ursache Wirkung

Bild 2.13: Blockbild des zeitdiskreten Ubertragungssystems

Hierbei ist u(k) fiir einen bestimmten Wert & eine feste Zahl. Fiir ein laufendes k steht u(k)
aber fiir eine Folge von Zahlen, so dafl fiir das diskrete Signal eigentlich die Bezeichnung
{u(k)} angemessener wire, da es sich um eine Zahlenfolge handelt. Zur Vereinfachung
der Schreibweise ist es allerdings iiblich in beiden Fallen die Bezeichnung wu(k), bzw. uy
zu verwenden.

a) Lineares System

Ein zeitdiskretes System ist linear wenn das Superpositionsprinzip gilt. Wenn man
das System mit beliebigen Signalfolgen u;(k) erregt und dann die Systemantwort

yik) = L{w(k)}, i=12 ..n (2.7)

erhélt, so muf} die Linearkombination der Eingangssignale u;(k) stets die Systemant-
wort

y(k) = L{Zazuz(k)} = Z%L{Uz(k’)} = Z%‘yi(k’) (2.8)

liefern.

b) Zeitinvarianz

Bei Zeitinvarianz hingt die Systemantwort nicht vom Zeitpunkt der Erregung ab.
Gilt also bei Erregung zum Zeitpunkt £ =0

y(k) = L{u(k)}, (2.9)
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2 Diskrete Signale und Systeme

so erhélt man bei Erregung zum Zeitpunkt k£ = kg
y(k —ko) = L{u(k —ko)} . (2.10)

c) Kausalitit

Ein System ist Kausal, wenn das Ausgangssignal y(k) zu einem Zeitpunkt k& = kg
unabhéngig von kiinftigen Werten des Eingangssignals u(k) ist. Das bedeutet, die
Antwort eines Systems erscheint bei Kausalitéit nicht vor der Erregung.

d) Beschreibung durch Gewichtsfolge

Genauso wie bei den kontinuierlichen Systemen 148t sich das Zeitverhalten diskreter
Systeme durch die Impulsantwort oder Gewichtsfolge g(k), der Antwort auf den
Einheitsimpuls §(k) beschreiben (Bild 2.14b).

b (k) by

Y

Bild 2.14: a) Einheitsimpuls als Systemerregung
b) Impulsantwort g(k) des Systems in Bild 2.13

Die Antwort des linearen Systems mit der Gewichtsfolge g(k) auf eine beliebige
Eingangsfolge u(k) kann mit der Faltungssummation bestimmt werden:

k
y(k) =Y gk —iju@) ; k=012, .. (2.11)

=0

oder mit der Substitution k — 7 = r:

k
y(k) = > grju(k—r) ; k=0,1,2,. .. (2.12)
= g(k) = u(k). (2.13)
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2 Diskrete Signale und Systeme

e) Beschreibung durch Differenzengleichungen

Das Signaliibertragungsverhalten zeitdiskreter Systeme kann analog zu der Vorge-
hensweise bei kontinuierlichen Systemen durch Gleichungen erfolgen, die Eingangs—
und Ausgangsgréfie verkniipfen. Waren dies bei kontinuierlichen Systemen Diffe-
rentialgleichungen, so sind es bei diskreten Systemen Differenzengleichungen.

Fiir das System in Bild 2.13 gilt dann:

y(k) + ay(k—1)+ay(k —2)+ -+ aylk —n) = (2.14)
= bou(k) +byu(k—1)+---+byulk—n) ; k=123,...

mit den n Anfangsbedingungen:

yo=y0), y(=)=--=yl-n+1)=0 (2.15)

oder in kompakterer Notierung mittels Summenzeichen:
y(k) =Y bjulk—j) =Y arylk—i) , k=123, .. (2.16)
=0 i=1

Bei diesen Systemen ist der momentane Ausgangsabtastwert (Zeitpunkt k) gleich ei-
ner Linearkombination von vergangenen Ausgangs— und Eingangsabtastwerten plus
dem mit by gewichteten aktuellen Eingangsabtastwert. Diese Differenzengleichungen
stellen also einen Rekursionsalgorithmus dar, der mit einem Digitalrechner schritt-
weise gelost werden kann.

Beispiel:
y(k) + ary(k — 1) + asy(k —2) = u(k)
k=1
y(1) = u(1) — ary(0) — azy(—1)
y(1) = u(1) — ary(0)
k=2
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2 Diskrete Signale und Systeme

2.3 Spektrum diskreter Signale

Ein weitere mathematische Beschreibung fiir ein zeitdiskretes Signal erhélt man aus der
Multiplikation des zugehorigen kontinuierlichen Signals f(¢) mit einer Folge von Dirac—
Impulsen:

[ = ) Y, 8t —kT) (2.17)

k=—o00

= > f(ET)S(t - kT) (2.18)
k=—0c0
Dabei kann f*(t) als kontinuierliche Darstellung eines mit f4 = 1/7 abgetasteten Signals
angesehen werden. Die Abtastwerte f(kT) treten als Gewichte der Dirac-Impulse auf.

Das Spektrum der diskreten Signalfolge f*(¢) berechnet sich aus der Faltung des Spek-
trums des kontinuierlichen Signals, F'(jw), mit dem Spektrum der Dirac-Impulsfolge, die
eine in T periodische Folge von d—Impulsen ist und daher in eine komplexe Fourierreihe
entwickelt werden kann:

[e.e]

i 0(t—kT) = > ¢ e, (2.19)

k=—o00 V=—00
mit der Abtastkreisfrequenz wa = 2w/ T.

Die Fourier-Koeffizienten C), ergeben sich als Integral iiber eine Periode zu
T/2

1 ,
—juwat gy 2.2
c, = / goé(t kT) e dt (2.20)

~T/2
Der einzige Term in der Summe von Impulsen, der innerhalb der Integrationsgrenzen liegt,

ist der Impuls im Ursprung. Damit reduziert sich (2.20) zu

T/2
1 .
o = 7 / §(t) e "eatdt . (2.21)

—T/2

Aufgrund der Ausblendeigenschaft des Dirac-Impuls wird das Integral in (2.21) zu Eins,
so daf} fiir alle v—Werte

1
y = = 2.22
o = o (222)
gilt.
Damit ergibt sich die Fourierreihe der Summe der Dirac-Impulse zu
= 1 = jrwat
;;_: ot —kT) = = V:ZOO e (2.23)
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2 Diskrete Signale und Systeme

und fiir Gl. (2.17)

[t = f(t)% D ereat, (2.24)

V=—00

Die Anwendung der Fourier—Transformation auf Gl. (2.24) liefert

* 1 - jrwat
Froy = = Z F{f(t)e A’} . (2.25)
Mit Hilfe des Verschiebungssatzes im Frequenzbereich der Fourier—Transformation (ent-
spricht dem Dampfungssatz der Laplace-Transformation) erhélt mann dann fiir die rechte

Seite der Gl. (2.25)
F{fe '} = F(j(w—vwa)) (2.26)

und damit die Fourier-Transformierte von f*(t) zu

F(o) = 7 3 Fliw— o). (2.27)

V=—0

ITF|

Bild 2.15: Spektren eines bandbegrenzten kontinuierlichen und eines mit wy > 2w, ab-
getasteten Signals (w, ist die Grenzfrequenz des kontinuierlichen Signals)

Das Spektrum eines zeitdiskreten Signals ist periodisch mit der Periode w4, der Abtast-
kreisfrequenz, und entsteht aus dem mit 1/7" gewichteten Spektrum F'(jw) des kontinu-
ierlichen Signals f(t) durch eine Uberlagerung entsprechend Gl. (2.27). Das bedeutet, die
Multiplikation des kontinuierlichen Signals f(¢) mit der Dirac-Impulsfolge erzeugt eine
unendliche Serie von sogenannten Seitenbdinder in positiver und negativer Richtung (vgl.
Bild 2.15).
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2.4 Das Abtasttheorem

Durch den Abtastvorgang mittels eines idealen Tasters (A/D-Umsetzers) wird aus einem
kontinuierlichen Signal y(t) eine Zahlenfolge y(k) erzeugt (Bild 2.7). Liegen die Abtast-
werte hinreichend dicht beieinander, ist also die Abtastfrequenz f4 = 1/7 hinreichend
grof}, geht durch den Abtastvorgang nur wenig an Informationen verloren. Dies ist aber
nicht mehr gegeben, wenn von einem kontinuierlichen Signal zu wenig Abtastwerte vor-
liegen.

Bild 2.16: Abgetastetes Sinussignal

In Bild 2.16 ist zu erkennen, dafl die abgetasteten Werte eines Sinussignals nicht von einem
Gleichspannungssignal zu unterscheiden sind, wenn die Abtastfrequenz doppelt so hoch
wie die Frequenz des Sinussignals ist. Wenn ein harmonisches Signal mit der Frequenz fy
aus den Abtastwerten rekonstruiert werden soll, so mufl die Abtastfrequenz f, mehr als
doppelt so grofl sein:

fa > 2fn. (2.28)

Dieser Zusammenhang wurde bereits von Nyquist erkannt, und fy wird daher als Ny-
quistfrequenz bezeichnet. Die exakten Bedingungen, unter denen ein Signal aus den
aquidistanten Abtastwerten rekonstruiert werden kann, wurden 1949 von Shannon for-
muliert.
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Satz 2.1 Abtasttheorem von Shannon

a) Ein kontinuierliches, bandbegrenztes Signal f(t) dessen Fouriertransformierte
= / f(t)e7"at (2.29)

aulerhalb des Intervalls (—wy, w,) verschwindet, ist eindeutig durch die dquidistanten
Abtastwerte bestimmt, wenn fiir die Abtast(kreis)frequenz w4 = 27 f, gilt:

wa > 2w, . (2.30)

b) Das kontinuierliche Signal f(¢) kann dann aus der Abtastfolge f(k) mittels der
Shannon’schen Interpolationsformel berechnet werden:

o0

10 = 3 IR - S =t )

Es ist bemerkenswert, daf§ das Shannon’sche Rekonstruktionsfilter zunéchst nur von theo-
retischen Wert ist, da es nicht kausal ist: zur Berechnung eines konkreten Signalwertes
f(t1) werden nicht nur vergangene, sondern auch zukiinftige Abtastwerte benotigt. Bei
der Signalauswertung in der Nachrichtentechnik ist dies allerdings haufig kein Problem,
da die Signalfolge zunéchst gespeichert und dann spéter mit Hilfe des Shannonfilter aus-
gewertet werden kann. In einem geschlossenen Regelkreis ist diese Vorgehensweise nicht
moglich, so dal andere Rekonstruktionsverfahren notwendig sind.
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2.5 Frequenzfaltung oder Aliasing

Wenn ein kontinuierliches Signal f(¢) mit dem zugehorigen Spektrum F(jw) = F{f(t)}
mit der Frequenz f4 = 1/T abgetastet wird, werden diskrete Signale mit periodisch sich
wiederholenden Spektren erzeugt (vgl. Bild 2.15).

In Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, dafl die Spektren F(jw) kontinuierlicher und F*(jw)
diskreter Signale durch die Beziehung

o0

Fw) = = 3 Fjlw—ww) (2.32)

V=—0

miteinander verkniipft sind. Daraus folgt, da das Spektrum diskreter Signale die Uber-
lagerung gegeneinander versetzter und normierter Spektren der zugehorigen kontinuierli-
chen Signale ist, Bild 2.17.

2 T
15 |F|
1 - —

0.5F 1

4 £ o}

[TF| v i

4 £ o}

15 [T : N

05

-20 -15 15 20

Bild 2.17: Spektren eines kontinuierlichen Signals und zweier durch verschiedene Ab-
tastfrequenzen gewonnener diskreter Signale

Die Spektren des kontinuierlichen und des diskreten Signals stimmen offensichtlich im In-
tervall (—7/T < w < «w/T) iiberein, wenn die folgenden Forderungen eingehalten werden:
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2 Diskrete Signale und Systeme

— F(jw) muB bandbegrenzt sein, also im Frequenzbereich |w| > w, identisch ver-
schwinden.

— Die Abtastkreisfrequenz wq = 27 f4 = 27 /T mufl mindestens doppelt so grof§ sein,
wie die maximale Frequenz w, von F(jw).

Durch die Frequenziiberlappung, die auch als Faltung der Frequenzspektren interpretier-
bar ist, kénnen erhebliche Probleme bei der Signalrekonstruktion auftreten. Das Spek-
trum des abgetasteten Signals wird durch diese Uberlagerung verfilscht, so daB selbst
bei idealer Rekonstruktion ein anderes Signal f(t) gefunden wird, daf sich erheblich von
dem nicht abgetasteten Signal unterscheiden kann. Dieser Effekt wird im Englischen als
aliasing bezeichnet (abgeleitet von dem lat. alias: anders). In Bild 2.18 ist verdeutlicht,
daf} zwei kontinuierliche Signale mit sehr unterschiedlichen Zeitverlauf die gleichen Ab-
tastwerte haben konnen.

1
0.87
0.6
0.41
0.27

—

= 0r
—-0.2
—0.4
—0.6
—0.87

o 1 2 3 4 5 6 7
t [s]

Bild 2.18: Zwei periodische Signale mit den Frequenzen 0,1 Hz bzw. 0,9 Hz, die bei
einer Abtastperiode T' = 1 die gleichen abgetasteten Werte haben.

In der praktischen Anwendung miissen deshalb immer durch ein dem A /D—Umsetzer vor-
geschaltetes TiefpaBfilter (Anti-Aliasing—Filter) mit einer Grenzfrequenz f, die hoheren
Frequenzanteile hinreichend abgeschwécht werden. Hochfrequente Storsignale konnen bei
einer ungliicklichen Wahl der Abtastfrequenz auch im niederfrequenten Bereich erhebli-
che Signalverfilschungen bewirken. Damit der bandbegrenzende Tiefpafl keine zu steile
Flanke zwischen Durchlafi— und Sperrbereich aufweisen muf}, wéhlt man in der Praxis fiir
fa einen Wert, der deutlich iiber dem theoretischen Wert 2f, liegt.
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3 Die z—Transformation

Im Bereich der Systemtheorie kontinuierlicher Signale wird zur Transformation eines Si-
gnals f(t) in den Frequenzbereich die Laplace—Transformation immer dann eingesetzt,
wenn bei der Fourier-Transformation Konvergenzprobleme auftreten. Solche Probleme
treten bereits bei elementaren Funktionen wie z.B. der kontinuierlichen Sprungfunktion
auf. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die zeitdiskrete Sprungfolge.

Die Laplace-Transformation kénnte man prinzipiell auch auf zeitdiskrete Signale und
Systeme anwenden. Allerdings kann man zeigen, dal dabei Mehrdeutigkeiten auftreten,
die die Anwendung erschweren. Bei diskreten Signalen und Systemen wird daher eine
angepafite Transformation, die z—Transformation, verwendet, die solche Mehrdeutigkeiten
nicht aufweist.

3.1 Definition der z—Transformation

Die Analyse und Synthese diskreter Signale und Systeme 148t sich durch die sogenannte
z—Transformation wesentlich erleichtern. Zur Ableitung dieser Transformation stellt man
ein abgetastetes kontinuierliches Signal f(t) als Folge gewichteter Dirac-Impulse dar:

1) = > f(kT)s(t—kT) . (3.1)
k=0
Durch Laplace-Transformation erhélt man aus (3.1) die komplexe Funktion
F(s) = > f(kT)e™*. (3.2)
k=0

Ersetzt man nun in (3.2) den Ausdruck e’* durch die komplexe Variable z, so erhélt man:

Definition 3.1  z-Transformation

Die z—Transformation eines diskreten Signals f(k) mit £ = 0,1, 2, ... ist als unendliche

1

Potenzreihe in der komplexen Variablen 27" erkldrt. Die Koeffizienten dieser Reihe sind

die Werte der Signalfolge:

F(z) = Z{f(kT)} = Z{f(k)} (3-3)
= Y fk)r (3.4)

Durch )
z = et (3.5)

wird die s—Ebene eindeutig und nichtlinear auf die z—Ebene abgebildet (vgl. Bild 3.1).
Wiirde man eine andere Transformationen verwenden, z.B. eine, bei der im Exponent von
(3.5) ein negatives Vorzeichen steht, so wiirde dies bedeutet, dafl dann die linke komplexe
s—Halbebene, in der sich die Pole stabiler kontinuierlicher Systeme befinden, ins Aufere
des Einheitskreises abgebildet wiirde.
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Jw

s—Ebene z—Ebene

Bild 3.1: Abbildung der s—Ebene auf die z—Ebene

Aus der in (3.5) gegebenen Definition ergeben sich die in Tabelle 3.1 dargestellten Zu-

sammenhénge.

s—Ebene z—Ebene

linke komplexe Ebene | Inneres des Einheitskreises

imaginére Achse Peripherie des Einheitskreises

rechte komplexe Ebene | Aufleres des Einheitskreises

Ursprung (s = 0) z=1

Tabelle 3.1: Zusammenhéinge zwischen Laplace— und z—Transformation

3.2 Existenz der z—Transformation

Die z—Transformierte existiert, wenn die Potenzreihe in (3.4) konvergiert, d.h. wenn

S OIf(R)TH < oo (3.6)
k=0
gilt.
Diese Reihe konvergiert fiir simtliche Werte von z mit
2| > R (3.7)
absolut, falls die Folge f(k) fiir alle k = 0, 1,2, ... die Ungleichung
|f(k)] < MRF (3.8)
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erfiillt. Hierbei sind K und R positive Konstanten. Die z—Transformation existiert also
auBerhalb der Kreisscheibe mit Mittelpunkt 0 und Radius R.

3.3 Eigenschaften der :—Transformation

Die Eigenschaften der z—Transformation sind in der Tabelle 3.2 zusammengestellt.

f (k) F(z)
z—Tranformation f(k) Z{f(k)} = i fk)z=*
k=0
inverse z—Transformation | f(k) = QL 7{ F(2)2"dz F(z)
mj
Linearitét afi(k)+ bfa(k) aFy(z) + bFy(2)
Rechtsverschiebung f(k—1) 27UF(2)
Linksverschiebung f(k+1) ZF(z) — 2" Y. 277 f(y)
=0
Differenzensatz Af(k)=f(k)— f(k—1) - 1F(z)
z
k z
Summensatz fs(k)=>" f(v) 1F(z)
v=0 Z =
Faltungssatz i fi(k =) fa(7) Fi(2)Fy(2)
i=0
Dampfungssatz e f (k) F(eT%)
Ahnlichkeitssatz akf(k) F (f)
a
Anfangswertsatz f(0) = lim F(2)
Endwertsatz f(oo) = lirq(z —1)F(z)
2—

Tabelle 3.2: Definitionen und Eigenschaften der z—Transformation

Die Korrespondenzen fiir einige elementare Zeitfunktionen enthélt Tabelle 3.3.
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Nr. | Zeitfunktion f(t)

F(s) = L{f(t)}

1 d—Impuls 6(t) 1 1
1
2 | Einheitssprung 1(¢) - “
§ z—1
3 ¢ 1 Tz
52 (z — 1)
4 £ = ez +1)
s3 (z—1)3
1 z
5 —at
‘ s+a 5 — e—aT
6 te—at 1 Te T2
e _—
(s +a)? (z — e—aT)?
7 12,—at 2 T?e T 2(z + e7oT)
e «
(s+a)d (z — eoT)3
8 1 — ot a (1—e 1)z
s(s+a) (z—1)(z — e—aT)
9 SiT cwnt Wo zsinwoT’
’ 52 + wp 22 — 2zcoswyT + 1
s 2% — zcoswyT
10 t
e 52 + wp 22 — 2zcoswyT + 1
’ T
1| 1= (1 tat)e : L T e
i | 1 i -0
12 1+ be™* — ae™ ab + bz az
a—>b s(s+a)(s+b) | z—1 (a=b)(z—c) (a—0b)(z—d)
c= e*aT7 d = e T
—at o Wo czsinwyT’ '  ar
. ¢ s m 22 — 2cz coswyT + 2’ c=e
14 0= cos wnt _ Sta 2% — czcoswyT gl
’ (s +a)? + w? 22 — 2cz coswyT + 2’
15 a% + z
s —(7)Ina z—a

Tabelle 3.3: Korrespondenzentabelle
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3.4 Riicktransformation in den Zeitbereich

Im BA-Modul ”Steuer— und Regelungstechnik” sind die Vorteile der Laplace-Transforma-
tion fiir kontinuierliche Systeme aufgezeigt worden. Eine &hnliche Bedeutung hat die
z—Transformation fiir die diskreten Systeme, da auch hier die Losung der Regelkreispro-
bleme algebraisch im Bildbereich erfolgen kann. Man erhélt als Losung einen analyti-
schen Ausdruck fiir den Regler im Bildbereich, etwa in Form einer oder mehrerer z—
Ubertragungsfunktionen. Fiir die Programmierung auf den Digitalrechner benétigt man
jedoch immer die dazugehorigen Differenzengleichungen, die man durch Riicktransforma-
tion der analytischen Bildbereichsfunktionen in den Zeitbereich gewinnt.

Fiir das allgemeine Problem der Riicktransformation

F(z)  —  f(k)
gibt es drei Moglichkeiten:
1. Die Polynomdivision;
2. die Residuenmethode und
3. die Benutzung von Korrespondenztabellen nach geeigneter Partialbruchzerlegung.

1. Polynomdivision

Die zur gebrochen rationalen Funktion

m m—1
F(Z) _ me —+ bm,12 + ...+ blz -+ bo (39)

2+ A, 12"+ a2+ ag

gehorende Zeitfolge kann durch die einfache Polynomdivision

(b 2™ 4+ ... + b1z + b) : (z” +ap 12" 4 az+ ao)
= f(k)zF = F(z) (3.10)
k=0

berechnet werden. Diese Methode ist besonders dann geeignet, wenn eine bestimmte
Anzahl der ersten Folgeglieder von Interesse ist. Die Polynomdivision lédsst sich auch
leicht programmtechnisch realisieren. Zur Veranschaulichung sei ein Beispiel aufgefiihrt.
Die gegebene z-Funktion sei

1.082 — 0.422 —0.42% +1.082

F(z) = — .
) = 08z =032 ~ #0122 — 0212 + 0.045

(3.11)
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Die elementare Polynomdivision ergibt fiir die ersten fiinf Koeffizienten

(—0.42% +1.082) : (z* — 0.12% — 0.212 + 0.045) =0-2°—04z7"
—(—0.42" 4+ 0.042 + 0.084 — 0.01827 1)
1.04z — 0.084 + 0.018z " +1.0422

—(1.04z — 0.104 — 0.218427" + 0.0468272)
0.02 +0.236427! — 0.04682"2  +0.02z73
—(0.02 = 0.0022"" — ...)

0.2384271... +0.238427%
(3.12)
Man kann dann schreiben
F(2)=0-2" 04271 +1.0472 4002272 +0.238427* + ... (3.13)
und
f(k) = {f(0), f(1), f(2), f(3), f(4),...}
= {0,-0.4,1.04,0.02,0.2384, ...} (3.14)

Fiir die weiteren Folgeglieder muss die elementare Polynomdivision (3.12) entsprechend
fortgesetzt werden.

2. Residuenmethode:

Die Auswertung des Umkehrintegrals

f(k) = %fﬁ’(z)zk_ldz (3.15)
fihrt zu
flk) = Res[F(2)2""] _ . (3.16)
(0)

In (3.16) bedeutet ,,Res” eine abgekiirzte Schreibweise fiir ,,Residuum”.
Das Residuum fiir einen einfachen Pol bei z = z; erhélt man durch

Res [F(z)2""] = lim (z — ) F(2)2" ! . (3.17)

2=z 22— 2;
Das Residuum fiir den v-fachen Pol lautet

Res [F(z)2""] _ ! lim " (z — z)"F(2)2" 1. (3.18)

=z (v — 1) 2=z dzv!

Fiir das Beispiel

1.082 — 0.422

P& = rome 09

(3.19)
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erhalt man

f(k) = ZR@S [F(z)zk’l]Z:Zi

~ 1.082—-042% d 1.082 — 0.42* | |
- (2-0.3)2 : e 05 dz 2405 ©

= 2.(=05)"+ (4k —2) - (0.3)% .

2=0.3

(3.20)

Im Gegensatz zur Polynomdivision fithrt die Residuenmethode zu einem analytischen Aus-

druck fiir ein allgemeines Folgeglied f(k), aus dem sich beliebige
von k berechnen lassen.

3. Partialbruchzerlegung

Glieder durch Einsetzen

Die Partialbruchzerlegung ist im Modul ”Steuer— und Regelungstechnik” ausfiirlich be-

handelt worden. Deshalb sei hier nur das Beispiel ausgefiihrt.

Mit dem Partialbruchansatz

F(z) B 1.082 — 0.422
~ (240.5)(z —0.3)2
Az Bz Cz

105 (:-03) " z-03¢

erhélt man durch Zahlerpolynomvergleich bei Nennergleichheit
Az(z—0.3)2 + Bz(z + 0.5)(2 — 0.3) + C2(2 4+ 0.5) = (1.08

und anschlieBendem Koeffizientenvergleich

A+ B =0
—0.6A4+40.2 B+ C=-04
0.094 —0.15 B+0.5 C =1.08

das Resultat
A=2 B=-2 (C=12.

Mit Hilfe der Korrspondenzen
(Nr. 5 und Nr. 6 in Bild 6)

z
—aTk
z —e—aT o e ’
Tz e T

(3.21)

—0.42)z (3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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ergibt sich nach Einsetzen der numerischen Werte fiir die Polstellen

z

o5 oo (09
ZO 3 oo (—0.3)k
Z — U.
z 1
S k—(0.3)"
o 7 ksl

und die Werte fiir A, B und C aus (3.24) das bekannte Resultat (3.20)

f(k)=2-(-0.5)" —2-(0.3)" 4 4k(0.3)" .

Svaricek, 2012 - 31



3 Die z—Transformation

3.5 Ubertragungsfunktion diskreter Systeme

Fiir die Beschreibung und die Analyse diskreter Systeme haben zwei Eigenschaften der
z—Transformation besondere Bedeutung: zum einen konnen Gleichungen, die im Zeit-
bereich das dynamische Systemverhalten beschreiben, mit Hilfe der Verschiebungssétze
in einen Bildbereich iiberfithrt werden, d.h. Differenzengleichungen werden in komplexe
Ubertragungsfunktionen iiberfiihrt. Zum anderen erméglicht der Faltungssatz die Anwen-
dung der Blockschaltbildalgebra auf diskrete Systeme.

Die z—Transformation wird im Bereich der zeitdiskreten Systeme vollig analog so ange-
wendet, wie die Laplace-Transformation im Bereich der kontinuierlichen Systeme. Ein
lineares diskretes System n—ter Ordnung wird entprechend Gl. (2.16) durch die Differen-
zengleichung

y(k:)+Zai ylk—i)=> bju(k—j), k=123, .. (3.27)

=0
beschrieben. Wendet man hierauf den Rechtsverschiebungssatz der z—Transforamtion an,
so erhélt man

Y(2) (1 +azt +az 4+ .4+ a,2™) = UR)(bg+biz b bz 2+ +b,2™)
woraus direkt als Verhéltnis der z—Transformierten von Eingangs— und Ausgangsfolge die
z-Ubertragungsfunktion des diskreten Systems

Y(z)  (bo+ biz7 b+ bz 2+ . 4+ b2 ™)
U(z) (I +az'+agz24 ... +a,z")

G(2) (3.28)

definiert werden kann. Dabei sind die Anfangsbedingungen der Differenzengleichung als
Null vorausgesetzt. In Analogie zu den kontinuierlichen Systemen kann die z—Ubertra-
gungsfunktion G(z) auch als z—Transformierte der Gewichtsfolge g(k) definiert werden:

G(z) = Z{g(k)} . (3.29)

Mit der Definition der z-Ubertragungsfunktion kann man nun diskrete Systeme for-
mal ebenso behandeln wie kontinuierliche Systeme. Beispielsweise erhilt man die Ge-
samtiibertragungsfunktion zweier hintereinandergeschalteter z-Ubertragungsfunktionen
G1(z) und Gy(z) zu

G(z) = Gi(2) - Ga(2). (3.30)
Ebenso ergibt sich fiir eine Parallelschaltung
G(z) = Gi(z) +Ga(2) . (3.31)

Bei Systemen mit P—Verhalten (Systeme mit Ausgleich) kann mit Hilfe der z-Ubertragungs-
funktion und dem Endwertsatz leicht die Systemwerstirkung K eines diskreten Ubertra-
gungssystems bestimmt werden. Bei einer sprungférmigen Eingangsfolge

uk) = 1 fur k>0 (3.32)
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mit der z—Transformierten

Ulz) = (3.33)
ergibt sich die Systemverstérkung als stationdrer Endwert der Ausgangsfolge:

K = lim y(k) . (3.34)

k—o0

Nach dem Endwertsatz in Tabelle 3.2 gilt

lim y(k) = lim [(z —1)Y(2)]

k—o0 z—1

= lim [(z — 1)G(2)U(2)]

z—1

= lim [(z — 1)G(2)—

z—1 2—1

]

= lim [G(2)Z]

z—1
= G(1),
also unter Beriicksichtigung von Gl. (3.28)

bo+b1+ ... + b,
l4+a14+ay+...4+a,

K = GQ1) = (3.35)

3.6 Pole und Nullstellen der —Ubertragungsfunktion

Zur Definition der Pole und Nullstellen eines diskreten Ubertragungssystems wird zunéchst
die z-Ubertragungsfunktion (3.28) mit 2" erweitert, so dal man eine gebrochen rationale
Funktion

A R N S
Glz) = XNZ T0z H0r T FOm (3.36)

a2 a2+ . +a,

mit Polynomen in z erhilt, es gilt also

Z(2)

G(2) NG)

(3.37)
Wie bei den kontinuierlichen Systemen wird die Darstellung (3.36) Polynomform der z—
Ubertragungsfunktion genannt. Auch G(z) kann in eine andere Form iiberfithrt werden,

wenn man die Polynome im Zahler und Nenner als Produkte von Linearfaktoren schreibt
(Fundamentalsatz der Algebra). Es gilt

boz™ + b2 b = bo [ [ (2 — i) (3.38)
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und
a4 ta, = H(z — i), (3.39)
i=1
wobei n; und p; die Nullstellen des Zihler- bzw. des Nennerpolynoms von G(z) sind.
Bei technisch-physikalischen Systemen miissen alle a; und b; reell sein, daher sind die
Polstellen p; bzw. die Nullstellen n; von G(s) entweder reell oder konjugiert komplex.

Das auf der linken Seite von (3.39) stehende Polynom nennt man auch hier das charakte-
ristische Polynom des Systems.

Pol-Nullstellen-Form der z—Ubertragungsfunktion.
Unter Verwendung der Pole und Nullstellen kann die Ubertragungsfunktion in der Form

—3
W

|
S

<.
Il
-

G(z) =ko-=; (3.40)
(z —pi)
i=1
dargestellt werden, wobei

gilt. Die Darstellung der Ubertragungsfunktion in Gl. (3.40) bezeichnet man als Pol-
Nullstellen—Form.

Wie bei den kontinuierlichen Systemen sind die Pole und Nullstellen der Ubertragungs-
funktion wichtige Kenngréfien eines diskreten Systems. Dabei sind auch die Nullstellen
diskreter Systeme invariant gegeniiber Ausgangs— und Zustandsriickfiihrungen. Die Pol-
stellen der z-Ubertragungsfunktion charakterisieren das Stabilitétsverhalten des diskreten
Systems und konnen durch geeignete Riickfithrungen verdndert werden.
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3.7 z—Ubertragungsfunktionen von Abtastsystemen

Fiir die Ableitung des Zusammenhanges zwischen der Ubertragungsfunktion eines konti-
nuierlichen Systems und der Ubertragungsfunktion des zugehérigen zeitdiskreten Systems
wird der in Bild 3.2 dargestellte Abtastregelkreis betrachtet.

z(t) Regelstrecke
9(t), G(s)
u(t)
A u(k)
— Rechner
‘ D
Prozefirechner ‘

Bild 3.2: Regelkreis mit Prozeirechnerregelung

Ein Regelkreis ist ein Abtastregelkreis, wenn neben kontinuierlich arbeitenden Systemtei-
len — meistens die Regelstrecke — mindestens ein Systemteil enthalten ist, der nur zeit-
diskrete Signale verarbeitet. Von besonderer Bedeutung sind die Abtastregelkreise in der
Form der vom Prozefi— oder Mikrorechner geregelten Systeme (Bild 3.2).

Da die Amplitudenquantisierungseffekte praktisch keine Rolle spielen, wird der A/D-—
Umsetzer in Bild 3.2 als idealer Abtaster (s. a. Abschnitt 2) und der D/A-Umsetzer als
Halteglied O-ter Ordnung angesehen und behandelt.

u(k) | D u(t)  u(k) . u(t) u(k) u(t)
A = Halteglied

Bild 3.3: Behandlung des DAU als Halteglied O—ter Ordnung

Fiir das kontinuierliche Ausgangssignal u(t) des Haltegliedes soll dabei gelten:
u(t) = ulty) V€ [tte] k=012, .. (3.42)

Dieses Signal u(t) ist in Bild 3.4 dargestellt.
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1
!
: |
| —
+ + + + —
0 1 2 3 4 L

Bild 3.4: Verlauf des kontinuierlichen Signals u(¢) am Ausgang eines durch u(k) erregten
Haltegliedes 0—ter Ordnung (D/A-Umsetzer)

Abtastregelkreise werden zweckméafigerweise als zeitdiskrete Systeme analysiert und syn-
thetisiert, indem man der kontinuierlichen Regelstrecke ein dquivalentes zeitdiskretes Sy-
stem G(z) zuordnet. Zu diesem Zweck werden der A/D— und der D/A-Umsetzer mit der
Regelstrecke zusammengefafit (Bild 3.5).

. g(t
%= Halteglied G(( 3)
| u(t)
u(k)
Rechner
QR(k‘ )

Bild 3.5: Behandlung des Abtastregelkreises als zeitdiskretes System
a) Umformung des Systems aus Bild 3.2
b) Ersatz des DAU bzw. ADU durch ein Halteglied bzw. idealer Tastung
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Gesucht ist nun das Ubertragungsverhalten des dquivalente zeitdiskreten Systems, das aus
einer Reihenschaltung von Halteglied und kontinuierlicher Regelstrecke besteht. Zunéchst
wird die Antwort des Haltegliedes O—ter Ordnung auf einen Dirac-Impuls, also die Ge-
wichtsfunktion des Haltegliedes, betrachtet:

gu(t) = 1) -1t -1T), (3.43)
zu der die Laplacetransformierte
1 —sT 1— efsT

Gu(s) = - — - (3.44)

S S S

gehort.

Die Impulsantwort im s—Bereich der Reihenschaltung von Halteglied und Regelstrecke
lautet dann

1—esT
Ys(s) = Gu(s)G(s) = TG(S). (3.45)
Die zugehorige Antwort im Zeitbereich, die Gewichtsfunktion der Reihenschaltung ergibt
sich damit zu

—sT

1—e
gnolt) = wlt) = L7{———G(s)} (3.16)
Durch ideale Abtastung der Gewichtsfunktion erhélt man die Gewichtsfolge
1 — efsT

gua(kT) = ys(kT) = E‘l{TG(s)}hsz. (3.47)

Damit ergibt sich als z—Transformierte dieser Gewichtsfolge die Beziehung

Ge) = Z{gno(kT)} = Z{LHT—G(s)Hemir) (3.15)
= Z{El{@ — @NT}MT} : (3.49)

In dieser Bezichung ist
h(t) = c—l{@} (3.50)

die Ubergangsfunktion der kontinuierlichen Regelstrecke. Durch Anwendung des Verschie-
bungssatzes der Laplace-Transformation erhdlt man fiir den zweiten Term in Gl. (3.49)
die Beziehung

h(t—T) = ﬁ*l{@e*“}. (3.51)

S
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Durch Abtastung von h(t) bzw. h(t — T') entstehen die Folgen

wkr) = e {Ey (3.52)
und
h(kT —T) = c—l{@e—“}h,ﬁ. (3.53)

Die gesuchte z-Ubertragungsfunktion von Strecke samt Halteglied ist nun durch
G(z) = Z{h(kT)— h(kT —T)}. (3.54)

gegeben. Durch Anwendung des Rechtsverschiebungssatzes der z—Transformation und
unter Beriicksichtigung von Gl. (3.52) erhélt man dann diesen Zusammenhang:

G(z) = (1-2zH)Z{h(kT)} (3.55)
= (Z_l)Z{E‘l{GiS)}ImT}. (3.56)

Dieses Ergebnis 148t sich wie folgt zusammenfassen: Die z—Ubertragungsfunktion der Rei-
henschaltung eines Haltegliedes 0-ter Ordnung und eines kontinuierlichen Systems erhélt
man wie folgt: Zuniichst wird der Ausdruck G(s)/s (Ubergangsfunktion des kontinuierli-
chen Systems) mit Hilfe z.B. der Korrespondenztabelle 3.3 in den z—Bereich transformiert.
Anschlieflend wird der so erhaltene z—Ausdruck noch mit (z — 1)/z multipliziert.

3.8 z—Ubertragungsfunktion und Differenzengleichung

Ist eine z—Ubertragungsfunktion

N 2Vt Gy 12" 022 L az+ag U(2) '

gegeben, so 1aBt sich die zugehorige Differenzengleichung leicht angeben. Fiir kausale
Systeme gilt in (3.57) immer m < n.

Durch einfaches Ausmultiplizieren erhélt man
b 2" U(2) + b1 2™ U (2) 4 by02™ 20U (2) + ... + 012U (2) + boU (2)
= 2"Y(2) + ap_ 12"V (2) + 22"V (2) + ... + a12Y(2) + aoY (2) . (3.58)
Nach Division durch die hochste Potenz von z ergibt sich

b2~ T (2) + b1 2~ DU (2) 4 gz @ HDU(2) 4 L+ boz U (2)
= Y(2) a1z VY (2) + a2 " DY (2) + ... +apz Y (2) . (3.59)
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Nach Anwendung des Rechstverschiebungssatzes der z—Transformation in Tabelle 3.2
erhdlt man aus (3.59) die Differenzengleichung
bulk —n+m] + bp_qulk —n+m — 1]+ ... + biulk — n+ 1] + boulk — n]
= ylk] + an—1ylk — 1] + ... + ary[k — n + 1] + ay[k — n] . (3.60)
Die Gleichung (3.60) kann jetzt nach y[k] aufgelost werden und man erhélt eine Rekursi-
onsformel zur Berechnung der Ausgangsgrofle fiir beliebige Eingangsgréfien:
ylk] = —anylk —1] —... —ayylk —n+ 1] — agy[k — n] +
+omulk —n+m]+ ... + byulk — n+ 1] + boulk — n] . (3.61)
An dieser Gleichung wird auch die Bedeutung der Kausalitiatsforderung, m < n, deutlich.

Ist die Bedingung m < n nicht erfiillt, so miiften zur Berechnung von y[k] auch zukiinftige
Eingangswerte u[i] mit i > k bekannt sein.
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4 Pole und Nullstellen von Abtastsystemen

Die Stabilitiit eines kontinuierlichen Ubertragungssystems kann anhand der Pole der
Ubertragungsfunktion iiberpriift werden. Die Definitionen der Stabilitit linearer kon-
tinuierlicher Systeme kénnen unmittelbar auf das in Bild 4.1 dargestellte diskrete System
iibertragen werden.

u(k) y(k)

—_— g(k) -

Bild 4.1: Zeitdiskretes System

Definition 4.1

- Ein autonomes zeitdiskretes System ist asymptotisch stabil, wenn es nach Auslen-
kung aus der Ruhelage selbsttétig dorthin zuriickkehrt.

- FEin zeitdiskretes dynamisches System ist Ein—/Ausgangs—stabil (BIBO-stabil), wenn
fiir beschrénkte Eingangssignale u(k) fiir alle ¢, das Ausgangssignal y(k) beschrankt
ist:

lu(k)l] <K N<oo=lylk)| <M<oo,VEk=0,1,2,... (4.1)
O

Im Modul ”Steuer— und Regelungstechnik” wurde bereits gezeigt, dafl diese beiden Defi-
nitionen bei den hier betrachteten linearen zeitinvarianten Systemen identisch sind. Aus
diesem Grund wird im weiteren nur von der Stabilitdt zeitdiskreter Systeme gesprochen.
Aus der Definition der BIBO-Stabilitét folgt mit |ugx| < oo unter Verwendung der Fal-
tungssumme fiir die Ausgangsgrofie

y(R) < Y lglk = )lju)] < oo (4.2)

Daraus kann direkt diese Stabilitdtsbedingung abgeleitet werden:

Satz 4.1
Ein lineares zeitinvariantes zeitdiskretes System mit der Gewichtsfolge g(k) ist dann und
nur dann stabil, wenn

> lg(k)] < o0 (4.3)
k=0
gilt.

Svaricek, 2012 - 40



4 Pole und Nullstellen von Abtastsystemen

Durch Ubergang in den komplexen Bereich zu der z-Transformierten G(z) von g(k) erhalt
man die folgende notwendige und hinreichende Stabilitétsbedingung in der z—Ebene:

Satz 4.2

Ein lineares zeitinvariantes zeitdiskretes System mit der Ubertragungsfunktion G/(z) ist
dann und nur dann stabil, wenn alle Pole von G(z) innerhalb des Einheitskreises der
z—Ebene liegen, d.h. wenn gilt

lzi] < 1 fir i=1,2...,n . (4.4)

Der Stabilititsbereich fiir die Pole der Ubertragungsfunktion G(z) ist in Bild 4.2 darge-
stellt, wobei die Pole als Wurzeln des Nennerpolynoms von G(z) in der Darstellung mit
positiven Potenzen von z definiert sind.

Bild 4.2: Stabilitdtsgebiet in der z—Ebene

Diese Stéabilitatsbedingung folgt unmittelbar aus der Analogie zwischen der s—Ebene fiir
kontinuierliche und der z—Ebene fiir zeitdiskrete Systeme. Aus der Definition (3.5) der z—
Transformation folgt, dafl die linke s—Ebene in das Innere des Einheitskreises der z—Ebene
abgebildet wird, wobei

2| = T (4.5)
und

o = argz = wl (4.6)
gilt.

Fiir die asymptotische Stabilitéit eines kontinuierlichen Ubertragungssystem miissen al-
le Pole von G(s) in der linken s—Halbebene liegen. Aus dem Abbildungsgesetz der
z-Transformation folgt unmittelbar, daB alle Pole der z-Ubertragungsfunktion im In-
nern des Einheitskreis der z-Ebene liegen miissen. Offensichtlich werden die Stabi-
litétseigenschaften eines kontinuierlichen Systems durch eine dquidistante Abtastung nicht
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verdndert. Allerdings kann ein instabiles kontinuierliches System mit einer aufklingende
Schwingung so abgetastet werden (z.B. Abtastung in den Nulldurchgéingen), dafl diese
Schwingung in der Folge nicht sichtbar wird.

Beispiel:
Gegeben sei ein System erster Ordnung
3
G _
(2) o

mit einem Pol an der Stelle z = a. Erweitert man Zahler und Nenner mit z, so kann
man mit Hilfe der Tabelle 3.3 (Nr. 15 fiir £ = ¢/7T") und des Rechtsverschiebungssatzes
die zugehorige Gewichtsfolge sofort angeben:

gk) = 3d*' | k=12,...,

Fiir a = 0,5 und a = 1, 2 sind die Folgen berechnet und in Bild 4.3 dargestellt:

k| g g2
a=0,5a=1,2
010 0
113 3
2115 3,6
310,75 4,32
410,375 5,184
510,188 6,221
6 | 0,094 7,465
b g()
61
.
4 ™
x 92(k)
3 3 ®
1] o
. : - "
1 2 3 4 5 6 k

Bild 4.3: Gewichtsfolge eines stabilen und eines instabilen Systems erster Ordnung
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4.1 Zusammenhang zwischen den Polen des kontinuierlichen und
des Abtastsystems

Der Zusammenhang zwischen der Lage der Pole eines kontinuierlichen Systems in der
s-Ebene und dem Ubertragungsverhalten im Zeitbreich ist im Modul ”Steuer— und Re-
gelungstechnik” ausfiithrlich diskutiert worden. Um die Abhingigkeit des Ubertragungs-
verhaltens eines zeitdiskreten Systems von der Lage seiner Pole in der z—Ebene zu unter-
suchen, betrachtet man, was mit den Polen eines kontinuierlichen Systems beim Ubergang
zum zeitdiskreten System passiert. Ausgehend von der konformen (winkeltreuen) Abbil-
dung

z = 7 (4.7)
mit

2] = €7 und ¢ = argz = wT (4.8)
lassen sich alle Punkte der s—Ebene eindeutig in Punkte der z—Ebene iiberfiithren. Jeder
Punkt s = o + jw liefert bei der Abbildung in die z—Ebene fiir ein konstantes Abtast-

intervall T' einen Betrag |z|, der nur vom Realteil o abhéngt. Der Winkel ¢, also das
Argument der komplexen Zahl z wird dann offensichtlich nur von w bestimmt.

Betrachtet man den Ursprung der s—Ebene, so wird dieser in der z—Ebene auf den Punkt
z = " =1+ 50 abgebildet. L&Bt man einen Punkt in der s-Ebene auf der jw-Achse
(¢ = 0) wandern, so behilt die komplexe Variable den Betrag |z| = 1, wéihrend sich der
Winkel ¢ im Gegenuhrzeigersinn von —m bis 7 éndert, wenn w den Bereich —7 /T <
w < /T durchlduft (vgl. Bild 4.4a). Dies entspricht einem Umlauf auf dem sogenannten
Einheitskreis der z—Ebene. Eine weitere Anderung von w im Bereich 7/T < w < 37/T
wiirde dann einen weiteren Umlauf erzeugen. Bewegt sich also ein Punkt auf der jw—Achse
von —oo bis 0o, so wird der Einheitskreis unendlich oft durchlaufen. Das bedeuet, dafl
ein Punkt in z—Ebene einer unendlichen Anzahl von Punkten in der s—Ebene entspricht.

Linien mit konstantem Realteil (¢ = const) in der s—Ebene werden in Kreise um den
Ursprung der z—Ebene mit dem Radius |z| = e°T abgebildet (4.4b). Linien konstanter
Frequenz (w = const) in der s—Ebene werden in der z—Ebene als Strahlen abgebildet, die
im Ursprung der z—Ebene beginnen und mit der reellen Achse den Winkel ¢ = wT bilden
(4.4c).

Aus diesen Zusammenhéngen lassen sich unmittelbar auch die folgenden Aussagen ablei-
ten:

— Ein kontinuierliches System verfiigt iiber eine absolute Stabilitéatsreserve o, (vgl.
Skript SRT, Bild 3.5), wenn der Realteil aller Pole kleiner als —o, ist. Ein Abtast-
system mit derselben Stabilitédtsreserve hat dann Pole, die in einem Kreis mit dem
Radius e~?7 liegen.
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— Haben alle Pole eines kontinuierlichen Systems einen Imaginérteil, der kleiner als
Jwy ist, so fithren diese Pole beim zeitdiskreten System auf Pole, die unterhalb einer
Gerade mit dem Winkel wyT liegen.
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Im

2] £1

Jw

dh

Im

jl Re

1 = const

o
09 = const
x

03 09

—_—
Linien mit o0 = const

Jjw

. LT
Jws = ]T
Jws

Jwa

opr O

)

N

2

Im

©3
©2

1] Re
o3 = const

— Linien mit w = const

Jwi

¥1

Bild 4.4: Die konforme Abbildung z = e*7
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Abschlieflend soll festgehalten werden, dafi bei Einhaltung der Bedingung des Abtast-
theorems alle Pole von G(s) im sogenannten Primdrstreifen (Streifen der Breite 27/ in
der linken s—Halbeben um die reelle Achse) liegen und die Abbildung von s nach z daher
eineindeutig ist.

4.2 Zusammenhang zwischen den Nullstellen des kontinuierli-
chen und des Abtastsystems

Wie im vorhergehenden Abschnitt 4.1 dargestellt, existiert zwischen den Polen eines kon-
tinuierlichen Systems und den Polen des dquivalenten zeitdiskreten Systems (Reihenschal-
tung eines Haltegliedes 0-ter Ordnung, der kontinuierlichen Ubertragungsfunktion G(s)
und einem idealen Abtaster) ein eindeutiger Zusammenhang. Dieser Zusammenhang zwi-
schen den Polen in der s—Ebene und der z—Ebene wird durch die Abbildung

z = et (4.9)

mit s = 0 + jw und T als Abtastzeit bestimmt.

Ein solcher einfacher Zusammenhang zwischen den Nullstellen einer kontinuierlichen Uber-
tragungsfunktion und den Nullstellen der #quivalenten z-Ubertragungsfunktion existiert
leider nicht. Insbesondere kénnen minimalphasige kontinuierliche Systeme durch Abta-
stung nichtminimalphasig werden. Das heiBt, die dquivalente z-Ubertragungsfunktion
hat dann Nullstellen auflerhalb des Einheitskreises, obwohl die Nullstellen des kontinu-
ierlichen Systems in der linken s-Halbebene liegen. Daher konnen Methoden, die bei
Abtastsystemen von einer Pol-Nullstellenkiirzung Gebrauch machen, bei manchen Ab-
tastzeit hervoragend funktionieren und bei anderen Abtastzeit vollig versagen.

Die dquivalente z—Ubertragungsfunktion kann sogar dann Nullstellen haben, wenn die
Ubertragungsfunktion des kontinuierlichen Systems keine Nullstellen hat. Dies kann man
an einem einfachen Beispiel leicht zeigen.

Beispiel:
Das kontinuierliche System bestehe aus einer Reihenschaltung von zwei Integratoren mit
der Ubertragungsfunktion

Gls) = ~. (4.10)

s
Eine Berechnung der dquivalenten z-Ubertragungsfunktion ist mit Hilfe der Gleichung
z—1
G(z) = Z{h(k)} (4.11)

z

moglich, wobei h(k) die abgetastete Ubergangsfunktion von G(s) ist.
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Zunéchst ist die Berechnung voh h(t) erforderlich:

ht) = L7HG(s) U(s)} fir U(s) :é
— L)

Mit Hilfe der Korrespondenz 2 der Tabelle A2 im Skript SRT erhélt man:
1
h(t) = E‘l{?} (4.12)
_ lp (4.13)
= 5t .

Die Anwendung der z-Transformation auf die abgetastete Ubergangsfunktion h(t) liefert
dann mittels der Korrespondenz 4 in Tabelle 3.3:

T2 (2 +1)

17 (4.14)

1
Z{§t2|t:kT} =

Damit ergibt sich die gesuchte #quivalente z-Ubertragungsfunktion des Doppelintegriers
mit Hilfe der Gl. (4.11) zu:

z—1 T?2-(2+1)

G(z) ~ 20— 1) (4.15)
% z2+1
= 5 o (4.16)

Das bedeutet, obwohl die kontinuierliche Ubertragungsfunktion keine Nullstellen besitzt,
hat das zugehorige Abtastsystem eine Nullstelle auf dem Stabilitdtsrand der z—Ebene.
O

Allgemein gilt sogar der folgende Zusammenhang, der 1984 von Astrom, Hagander und
Sternby bewiesen wurde: Die dquivalente z-Ubertragungsfunktion der Ubertragungsfunk-
tion G(s) = s™" ist

G(2) % ( fi(gn (4.17)
mit

Bu(z) = bi2"N b ) (4.18)
und

n amfn+1
o= D (—1)F (k—l)’ k=1,..,n. (4.19)
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Fiir n =1, ...,6 ergeben sich folgende Polynome:

Bi(z) = 1

By(z2) = z+1

Bs(z) = 22+42+1

By(z) = 2 +1122+112+1

Bs(z) = z'+262% +662% + 262+ 1

Bs(z) = 2° +572% +3022° +3022° + 572 + 1

Diese Polynome haben fiir n > 2 immer Nullstellen auf oder auflerhalb des Einheitskreises.
Die Nullstellen mit einen Betrag grofier als 1 fiir die Polynome Bs(z), ..., Bg(z) sind:

n  Nullstellen von B, (z), die auflerhalb des Einheitkreises liegen
2 -1

3 —3,732

4 -1, =9,899

5 —2,322, —23,20

6 —1, —4,542, —51,22

Die Polynome B, (z) sind sogenannte Fuler—Frobenius—Polynome, die auch durch die fol-
gende Rekursionsformel berechnet werden konnen:

Bi(z) =1 (4.20)
dBk(Z)

dz
Aus der Literatur ist bekannt, dafl die Euler-Frobenius—Polynome folgende Eigenschaften
haben:

Bii1(2) = (14 k2)Br(z) + 2(1 — 2)

k=12, .. (4.21)

e Die Wurzeln der Polynome B, (z) sind reell, einfach und immer negativ.

1
e Wenn n; eine Wurzel von B, (z) ist, dann ist — ebenfalls eine Nullstelle von B,,(z).

e AuBerdem gilt B,(1) = nl.

Fiir beliebige rationale Ubertragungsfunktionen G(s) existiert kein einfacher Zusammen-
hang zwischen den Nullstellen des kontinuierlichen und des &quivalenten zeitdiskreten Sy-
stems. Unabhingig von der Anzahl der Nullstellen von G/(s) hat die 2~ Ubertragungsfunk-
tion in der Regel n — 1 Nullstellen. Allgemeingiiltige Aussagen konnen nur fiir die
Grenzfille T'— 0 und T" — oo angegeben werden.
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Satz 4.3

Sei G(s) eine rationale Ubertragungsfunktion
s—mny)(s—ng) - (s—npy)
(s —p1)(s—p2) (s —pn)

G(s) = ! (4.22)

in Pol-Nullstellenform mit m < n und G(z) die zugehorige z-Ubertragungsfunktion.

Wenn die Abtastzeit T gegen Null geht, streben m Nullstellen von G(z) gegen 1, so wie
es €T dann tut, und n — m — 1 Nullstellen von G(z) gegen die Nullstellen des Euler—
Frobenius-Polynoms B,,_,, (). O

Man kann bei den zeitdiskreten Systemen also zwei Arten von Nullstellen unterscheiden:
Zum einen die sogenannten eigentlichen Nullstellen (intrinsic zeros), die zu den Nullstellen
des kontinuierlichen Systems korrespondieren und fiir 7' — 0 zu z = 1 wandern.

Zum anderen Nullstellen, die erst durch die Abtastung entstehen und somit im weiteren
Diskretisierungsnullstellen genannt werden. Die Anzahl dieser Diskretisierungsnullstellen
ist nur vom Differenzgrad d = n — m des kontinuierlichen Systems abhéngig, so dafi das
zeitdiskrete System in der Regel d — 1 Diskretisierungsnullstellen hat. Diese Nullstellen
wandern fiir 7 — 0 zu den Wurzeln des entsprechenden Euler—Frobenius—Polynoms (4.18).

Aus diesen Zusammenhingen und den Eigenschaften eines Euler—Frobenius-Polynoms
folgt auch sofort diese weitere Aussage:

e Die z-Ubertragungsfunktion eines kontinuierlichen Systems mit einem Differenzgrad
n—m > 2 wird fiir entsprechend kleine Abtastzeiten 7" immer Diskretisierungsnull-
stellen auBerhalb des Einheitskreises haben. Dies kann schon bei technisch rele-
vanten Abtastzeiten auftreten, so dafl nichtminimalphasige dquivalente zeitdiskrete
Systeme héufig vorkommen.

Beispiel:
Betrachtet wird ein kontinuierliches System (Reihenschaltung von 3 PT;—Systemen) mit
der Ubertragungsfunktion

1

G(s) = GrE

Die zugehérige z—Ubertragungsfunktion ergibt sich zu

b122 + ng + b3
(z—eT)3

G(z) =
mit

by = 1—(1+T+T%/2)e "

by = (—24+T+T%*/2)e T +Q24+T—T1?/2)e*"

by = (1-T+T?/2)e " —e3T |
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Diese z-Ubertragungsfunktion hat eine Nullstelle auBerhalb des Einheitskreises fiir Ab-
tastzeiten mit 7' < 1,8399 s. Fiir zum Beispiel T' = 0.01 liegen die Nullstellen bei

z = —0,2659 und z = —3,7042. O
Fiir den technisch weniger relevanten Fall von sehr grofien Abtastzeiten gilt dieser Zu-
sammenhang:

Satz 4.4

Sei G(s) eine rationale Ubertragungsfunktion mit m < n und G(0) # 0 sowie Re p; < 0.
Dann wandern alle Nullstellen der z-Ubertragungsfunktion gegen Null, wenn die Abtast-
zeit T unendlich grofl wird. O

Aus diesem Zusammenhang folgt sofort, dafl es auch nichtminimalphasige kontinuierliche
Systeme gibt, die durch Abtastung minimalphasig werden.

Beispiel:
Die kontinuierliche Ubertragungsfunktion
6(1—s)
G(s ——
() (s+2)(s+3)

ist stabil und hat eine Nullstelle in der rechten s-Halbebene bei s = 1. Die Bedingungen
des vorhergehenden Satzes sind erfiillt, so dafl es eine hinreichend grofie Abtastzeit geben
muB, fiir die G(z) keine Nullstellen auflerhalb des Einheitskreises hat.

Die Nullstelle der z—Ubertragungsfunktion ergibt sich zu
8e 2T — 93T 4 =51
1 —9e2T + 8e=3T

Fiir T' = 1, 2485 liegt die Nullstelle bei z; = —1.0 und fiir groflere Abtastzeiten immer
innerhalb des Einheitskreises. O

zZ21 = —

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist es auch moglich, dafl eigentliche Nullstellen auflerhalb
des Einheitskreises liegen obwohl das zugehorige kontinuierliche System minimalphasig
ist.

Beispiel:

Betrachtet wird eine kontinuierliche, minimalphasige Ubertragungsfunktion

(1+Tys)(1 + Tys)

Gls) = (s+1)3

mit einen dreifachen Pol bei s = —1 und zwei Nullstellen bei s = —1/T} und s = —1/T5.

Die zugehorige z-Ubertragungsfunktion des Abtastsystems wird fiir T}, Ty # 0 keine Di-
kretisierungsnullstellen haben, da die kontinuierliche Ubertragungsfunktion einen Diffe-
renzgrad von d = 1 hat.
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Fiir die dquivalente z—Ubertragungsfunktion kann die folgende allgemeine Form angegeben

werden:
2
G(z) = b@tiﬁ; bo (4.23)
mit
by = 1—(1+aT+aT?e " (4.24)
by = (—2+ T+ ayT?)e T + (24 aT — apT?)e (4.25)
bo = (1—aT+ apT?e " — e (4.26)
(4.27)
und
v = 1-T\T, a = L+ TlTQQ_ LTy (4.28)

Die folgende Tabelle 4.1 listet die Werte der eigentlichen Nullstellen (77 = 110 und T, =
100) fur verschiedene Abtastzeit auf.

Abtastzeit T Nullstellen
0,1 212 =0,9991 £ 0,0003¢
0,4 212 =0,9988 £+ 0,0037¢
0,5 212 = 1,0003 £ 0, 005¢
0,8 z1 = 1,0269, 2z, = 1,0026
1,0 21 =1,0743, 2o = 1,0016
2,0 z1 = 13,9513, 2z = 1,0009

Tabelle 4.1: Nullstellen der z—Ubertragungsfunktion fiir verschiedene Abtastzeiten

Die Nullstellen der kontinuierlichen Ubertragungsfunktion liegen bei s; = 1/7} = —0, 0091
und s, = 1/75 = —0,01 und damit in der linken s—Halbebene. Der Tabelle 4.1 kann man
entnehmen, daB die eigentlichen Nullstellen der zugehdrigen z—Ubertragungsfunktion fiir
Abtastzeiten T' < 0,5 innerhalb des Einheitskreises liegen und fiir grolere Abtastzeiten
auflerhalb.

4.3 Stabilitdtsanalyse und w—Transformation

Bei der Stabilitdtsanalyse eines zeitdiskreten Systems muf iiberpriift werden, ob alle Wur-
zeln z; der charakteristischen Gleichung

Clz) = "+ 12" '+ +az+ay = 0 (4.29)
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innerhalb des Einheitskreise der z—Ebene liegen. Diese Darstellung der charakteristischen
Gleichung folgt aus Gl. (3.36) durch Nullsetzen und entsprechende Darstellung des Nen-
nerpolynoms.

Soll die Stabilitéit eines Systems ohne explizite Berechnung der Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung {iberpriift werden, so ist dies bei kontinuierlichen Systemen mittels
Hurwitz— und Routhkriterium moglich. Durch eine einfache Transformation 1&8t sich
das Stabiltidtsproblem zeitdiskreter Systeme nun in eines fiir kontinuierlichen Systeme
iiberfithren, das dann z.B. mit dem Hurwitz—Kriterium gelést werden kann.

Durch die Transformation

z—1
_ 4.30
241’ ( )

w—Transformation genannt, bildet man das Innere des Einheitskreises der z—Ebene in die
linke w—Ebene ab. Diese Abbildung ist eineindeutig, so dafl man durch

1+w
= — 4.31
z T (4.31)
auch die w—Ebene in die z—Ebene abbilden kann. Damit werden bei einem stabilen zeitdis-
kreten System alle Wurzeln z; der charakteristischen Gleichung (4.29) in die linke w—Ebene
abgebildet. Wendet man die Transformationsbeziehung (4.31) auf die charakteristische

Gleichung (4.29) an, so erhélt man

1+w
1—w

I+w,, 1+w
— )"+ an-(

an( )T a( )+a =0 (4.32)

1 —w 1—w

und nach Umformung ein Polynom n—ten Grades in w:
&nw" —+ &n,lw"’1 + ...+ 561’(1] + &0 = 0. (433)

Auf dieses Polynom kann dann das Hurwitz—Kriterium angewendet werden.
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5 Beischreibung und Analyse im Zustandsraum

5.1 Die zeitdiskrete Zustandsraumdarstellung

Die Zustandsraumdarstellung ist bei zeitdiskreten Systemen in der gleichen Weise anwend-
bar wie bei kontinuierlichen Systemen. In Analogie zu den zeitkontinuierlichen Systemen
kann ein zeitdiskretes System durch ein Zustandsmodell in der Form eines gekoppelten
Systems von Differenzengleichungen 1. Ordnung beschrieben werden:

xk+1) = Azxz(k)+bu(k) ; xy = x(0) 51)
y(k) = cTz(k)+dulk) k = 0,1,2,... '

zeR" ; weR ; yelkR

Die erste Gleichung wird wieder als Zustandsgleichung oder auch als Zustandsdifferenzen-
gleichung bezeichnet, obwohl sie im engeren Sinne des Wortes nicht die Differenz aufein-
anderfolgender Zusténde, sondern die aufeinanderfolgenden Zustédnde selbst beschreibt.
Die zweite Zeile ist die Ausgangsgleichung.

Das zeitdiskrete Zustandsraummodell (5.1) ist dem kontinuierlichen Modell sehr #hnlich:
x ist der n—dimensionale Zustandsvektor, A eine (n X n)-Matrix, b ein n—dimensionaler

T ein n-dimensionaler Zeilenvektor und d ein Skalar. Allerdings unter-

Spaltenvektor, ¢
scheiden sich A und b von den entsprechenden Modellparametern der kontinuierlichen

Systembeschreibung (vgl. Abschnitt 5.4).

|
|
|
u(k) a(k+1 (k) y(k)
; b 2 o
|
|
|

- - - - - .

Bild 5.1: Blockschaltbild des zeitdiskreten Zustandsmodells

Das Strukturbild Bild 5.1 unterscheidet sich von dem kontinuierlicher Systeme dadurch,
dal die n Integratoren durch n parallele Speicherelemente ersetzt werden, die den Zu-
standsvektor @(k 4+ 1) bis zum néchsten Taktzeitpunkt speichern und dann als aktu-
ellen Zustand x(k) ausgeben. Man spricht auch von einem Laufzeitglied fir den n-
dimensionalen Zustandsvektor.
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5.2 Ableitung des Zustandsraummodells aus der Differenzen-
gleichung
Betrachtet wird eine Ubertragungsdifferenzengleichung mit explizit angegebener Tastzeit

T, wobei der Koeffizient bei der hochsten Differenz y(k + n) auf 1 normiert wurde und
nur der Koeffizient by auf der rechten Seite von Null verschieden ist:

y((k+n)T) + anoy((k4+n—1)T)+---
ot ay((k+1)T) + ay(kT) = bou(kT), k=0,1,2,... (5.2)

Ersetzt man k7" durch k so erhalt man dann:

ylk+n)+a,ylk+n—1)+ - +aylk+1)+ay(k) = bou(k)
k=0,1,2,... (53)
Die Wahl der Zustandsvariablen fallt leicht, da die Differenzengleichung (5.3) zeigt, dafl

man sich die Folge y(k),y(k+1),...,y(k+n—1) der Ausgangsgrofie merken mufl, um den
nichsten Wert y(k+n) berechnen zu kénnen. Daher verwendet man die Zustandsvariablen

y(k) = m(k) ’
yk+1) = xo(k) = z1(k+1)
yk+2) = z3(k) = x(k+1) (5.4)
yhtn—1) =  auk) = sealk+1)
ylk+n) = xz,(k+1) )
und findet die zugehorige Normalform der Vektordifferenzengleichung zu:
[z (k+1) ] 0 1 0 -~ 0 [ xi(k) ] [ 0 ]
: = : + 1 | u(k)
Tp—1(k+1) o o0 0 --- 1 Tp-1(k) 0
xn(k+1) | —ag —a; —as --—ap—1 | | za(k) | Do |
ylk) = [1 0 0 0 --- 0lxz(k)
(5.5)

Hinweis: Hierbei handelt es sich um ein System ohne Nullstellen im Endlichen, das bei-
spielsweise einen Regelalgorithmus beschreibt. Geht man von einem kontinuierlichen —
auch nullstellenfreien — System aus, dann hat das zugehorige dquivalente zeitdiskrete Sy-
stem normalerweise n— 1 Nullstellen, und damit ist dann in der vorstehenden Normalform
der Vektor b = [by, bs, ... ,b,|T voll besetzt: b; #0, Vi=1,2,... ,n.
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Die Systemmatrix

0 1 0 0
0 O 1 0
A = S S PR (5.6)
o o o0 .- 1
L —G@o —Q1 —Q2 - —0p-1 |

in (5.5) hat Frobeniusform, so da man das charakteristische Polynom des zeitdiskreten
Zustandsmodells direkt ablesen kann:

C(A) = detQA\I—A) = \"+a, N+ Fa)+ap. (5.7)
Die Polynomkoeffizienten a; sind die Koeffizienten der linken Seite der Differenzenglei-

chung (5.3).

Da das Modell zeitdiskreter Systeme dem kontinuierlicher Systeme sehr dhnlich ist, kénnen
viele Analyse— und Reglerentwurfsmethoden von den kontinuierlichen Systemen entweder
direkt iibernommen oder in Analogie dazu entwickelt werden. Beziiglich der strukturel-
len Eigenschaften wie Stabilitét, Steuer- und Beobachtbarkeit ergeben sich bei diskreten
Systemen keine neuen Aspekte. Es konnen daher die bei kontinuierlichen Systemen an-
gestellten Uberlegungen unmittelbar auf den diskreten Fall iibertragen werden.

5.3 Losung der Zustandsgleichung

Anders als im Falle der kontinuierlichen Systeme, wo die die Dynamik des Systems be-
schreibende Differentialgleichung integriert werden muf, stellen die Systemgleichungen
eines zeitdiskreten Systems

x(k+1) = Ax(k)+ bu(k)
xog=x(k)|g=0; k=0,1,2,... (5.8)
y(k) = cTx(k) + du(k)

eine Rekursionsbeziehung dar, die fiir einen gegebenen Anfangszustand xy und gegebene
Eingangsfolge u(k) nacheinander fiir alle interessierenden Zeitwerte ¢, mit kK =0,1,2,...
durch Einsetzen auflosbar ist.

Aus systemtheoretischen Griinden ist es aber zweckméBig, auch diese Gleichungen dhnlich
wie bei der Differentialgleichungstheorie zu behandeln:

a) Losung der homogenen Differenzengleichung
zk+1) = Ax(k) ; zo=x0) ; k=0,1,2,...
E=0 : a(l)=Ax (5.9)

k=1 : x(2)=Ax(1) = A%z,
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allgemein:
x(k) = Arx . (5.10)

Ein Vergleich mit dem kontinuierlichen Fall (MA—-Skript RT, S. 56) zeigt, da8 sich
die Ubergangsmatrix (Fundamentalmatrix) ®(k) des zeitdiskreten Systems aus

o (k) = A* (5.11)
berechnet.
b) Losung der inhomogenen Gleichung fiir ;=0
x(k+1) = Ax(k)+buk) ; k=0,1,2 )
k=0 :x(1) = bu(0)
(5.12)
k=1:x(2) = Axz(l)+bu(l) = Abu(0)+ bu(1)
k=2 : x(3) = Ax(2)+bu(2) = A%bu(0) + Abu(l) + dbu(2) |
allgemein:
k—1 ,
x(k) = S A" bu(i)
i=0
k—1
= > ®(k—i—1)bu(i) k=12,
i=0
c) Gesamtlésung

Die Gesamtlosung, die zeitdiskrete Bewegungsgleichung, ergibt sich durch Uberlagerung

der Félle a) und b):

z(k) = ®(k)

k=1 ,
Afzy 4+ 3 AF Dy (4)

zo + lf ®(k — i — 1)bu(i)

k=12, ...
=0

Damit erhalten wir dann fiir den Systemausgang:

y(k)

clz(k) + du(k)

k—1
= | Ao+ S A bu(i) | + dulk) (5.13)
=0
~~ - A -~ 7/ kIO,l,Q,...
k=0,1,2 k=1,2,...
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Den Zusammenhang zwischen Zustandsmodell und Gewichtsfolge erhalten wir, wenn

1 fir k=0
u(k) =0(k) = {

fiir Lo — 0

0 fiir k>0

) d fir k=0 (5.14)
g(k) = :
c"A* o fir k=1,2,...

5.4 Zusammenhang zwischen der kontinuierlichen und der zeit-
diskreten Zustandsraumdarstellung

Nachfolgend soll untersucht werden, wie ein gegebenes kontinuierliches System

x(l) = Axz(t)+bu(t) ; xo=0
(5.15)
y(t) = c'=z(t)

unter Beachtung der Eigenschaften des Abtasters und des Haltegliedes in eine dquivalente
diskrete Darstellung im Zustandsraum umgewandelt werden kann, so dal die diskreten
Eingangs—, Ausgangs— und Zustandsgrofien in den Abtastzeitpunkten mit den entspre-
chenden abgetasteten Signalen des kontinuierlichen Systems (5.15) identisch sind. Ein
solcher Zusammenhang zwischen der kontinuierlichen und der diskreten Zustandsraum-
darstellung kann nur dann angegeben werden, wenn der Zeitverlauf des kontinuierlichen
Eingangsvektors u(t) bekannt ist.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird angenommen, dafi die Eingangsgrofie aufgrund des
Haltegliedes O-ter Ordnung zwischen den Abtastzeitpunkten konstant ist:

u(t) = const. im Intervall [ty,tgi1] - (5.16)

Dann erhélt man die Losung der Zustandsgleichung des kontinuierlichen Systems fiir den
Endpunkt t;,, des Intervalls zu

tet1
x(tpyr) = eAten =g (1) 4 / eAtr 1= dr | bu(ty,) . (5.17)

tk

Setzt man eine dquidistante Abtastung
tho—ti=T , ¥ k=0,1,2,..., (5.18)

voraus, so vereinfacht sich die Losung zu

T
xz(k+1)= +/ eAmdrbu(k (5.19)
0
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Mit den Abkiirzungen

Ay = AT ; (5.20)
T

by = /eATdTb (5.21)
0

erhalten wir fiir die Regelstrecke mit Halteglied am Eingang und Abtaster am Ausgang
eine zeitdiskrete Ersatzbeschreibung, die das Systemverhalten zu den Abtastzeitpunkten
t, exakt beschreibt

x(k+1) = Agxz(k)+byu(k) ; xy = x(0)
(5.22)
y(k) = c'z(k) k= 0,1,2,...

Die Ausgangsgleichung erhélt man dabei durch ideale Abtastung der kontinuierlichen
Ausgangsgrofie y(t) zu den Abtastzeitpunkten ¢t = kT":

y(kT) = c"x(kT) . (5.23)

Mit der tiblichen Abkiirzung y(k) fir y(kT") zeigt diese Gleichung, daf in der kontinuier-
lichen und diskreten Ausgangsgleichung derselbe Vektor ¢’ steht.

Beispiel:
1
Gegeben sei eine Regelstrecke G(s) = m, die wie in Bild 5.2 angedeutet, iiber ein
s(s
Halteglied angesteuert wird.
k t t k
% Halteglied u(t) = Regelstrecke ()~ yl

Bild 5.2: Regelstrecke des Beispiels

Mit der Partialbruchentwicklung
1 1 1
G = =
©=5

s+1) s s+1

und indem man jedem der beiden Teilsysteme 1. Ordnung eine Zustandsvariable x; bzw. x5
zuordnet, kann dem kontinuierlichen System mit der Ubertragungsfunktion G(s) dieses
Zustandsmodell zugeordnet werden:

ol = Lo Sl ] e
y(t) = [1 =1 =z(t)
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Fiir das dquivalente System mit e(k) als Eingang und y(k) als Ausgang bestimmen wir:

N e 0 1 0
Blt—ty) = eAl-t) — { i eu} _ {0 et}
1 0
amom = o = [1 0]
Mit der Wahl T"'= 0,1 s:
pA0T L0
0 0,905
0,1
T A L({‘ld'T 0 0’1 0 071 0
M = fe TdT = 0.1 = =
0 L 0 1-0,905 0 0,095
0 [eTdr
0
und b = {1 ]Wird Mb = [0?6;5} = by
So wird das dquivalente zeitdiskrete System bestimmt zu (Bild 5.3):
1 0 0,1
E+1) = ~x(k ' k
z(k+1) {0 0,905} m()+{0,095}6()
y(k) = [T —1]-=z(k)
L COR D US U P N ()
0,095 IQTL |
,,,,, Lo W
0 10,905

Bild 5.3: Blockschaltbild des dquivalenten zeitdiskreten Zustandsmodells des Beispiels

Dieses System soll nun mit einer Einheitsriickfithrung riickgekoppelt werden (Bild 5.4a).
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w(t e(t u(t t k
(t) ®_~ _ Halteglied (t) Regelstrodke vt~ y(k)

w(k) b, InLIi o y(k)

Ay

Bild 5.4: a) Ubertragungsmodell des Systems mit Einheitsriickkopplung
b) zugehoriges dquivalentes Zustandsmodell

Aus Bild (5.4b) lesen wir diese Beziehung ab:

x(k+1) = Agx(k)+ bsw(k)—y(k)]
y(k) = c'=(k)

z(k+1) = (Ag—bac") x(k) + bgw(k)
y(k) = c'x(k)

Mit den oben fiir T" = 0,1 s berechneten Matrizen A; und b, = Mb erhalten wir die
Differenzengleichung des riickgekoppelten Systems.

5.5 Steuer— und Erreichbarkeit zeitdiskreter Systeme

Die Definitionen der Steuer— und Erreichbarkeit von kontinuierlichen Systemen (siehe
MA-Skript RT, Abschnitt 3.7) kénnen ohne grofle Verdnderungen auf zeitdiksrete Zu-
standsmodelle {ibertragen werden.

Definition 5.1 (Steuerbarkeit zeitdiskreter Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A, b) heifit vollstindig zustandssteuerbar, wenn es von jedem
beliebigen Anfangszustand xy durch eine endliche Eingangsfolge u(0),...,u(/N) in den
Nullzustand x(N) = 0 iiberfiihrt werden kann. O
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Definition 5.2 (Erreichbarkeit zeitdiskreter Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A, b) heifit vollstindig erreichbar, wenn es vom Ursprung xo = 0
durch eine endliche Eingangsfolge u(0), ..., u(/N — 1) in einen beliebig vorgebenen Endzu-
stand x(N — 1) = x, tiberfithrt werden kann. O

Bei zeitkontinuierlichen Systemen mufite zwischen vollsténdiger Erreichbarkeit und voll-
standiger Steuerbarkeit nicht unterschieden werden. Dies kann man unmittelbar aus den
Definitionen erkennen: Wenn ein kontinuierliches System vollstdndig steuerbar ist, dann
existiert fiir jeden Anfangswert x, eine geeignete Eingangsgrofie u(t),0 <t <t., so da8

0 = P(te)xo+ /te O(te — 7)bu(r)dr (5.24)

gilt und fiir ein vollsténdig erreichbares System existiert fiir jedes beliebiges x(t.) eine
Eingangsgrofie u(t),0 < t < t., die die Gleichung

x(t,) = /0 "Bt — )bu(r)dr (5.25)

erfiillt.

Ersetzt man in (5.25) die linke Seite durch x(t.) = —®(t.)xo, so erkennt man, dafl wegen
der Regularitéit der kontinuierlichen Transitionsmatrix ®(t.) die Losbarkeit von (5.24) die
von (5.25) impliziert und vice versa.

Diese Regularititeigenschaft besitzt die zeitdiskrete Transitionsmatrix
d(k) = AF (5.26)

allerdings nicht. Hat die Systemmatrix A des zeitdiskreten Systems einen Eigenwert bei
0, so ist die zeitdiksrete Transitionsmatrix (5.26) bereits fiir & = 1 nicht mehr invertierbar.
Andererseits hat ein zeitdiskretes System mit einer Systemmatrix mit Eigenwerten bei 0
die Eigenschaft, dal die zu diesen Eigenwerten gehérenden Eigenbewegungen fiir beliebi-
ge Anfangsauslenkungen in wenigen Schritten mit u(k) = 0 in den Ursprung iiberfiihrt
werden konnen.

Beispiel:
Betrachtet wird ein zeitdiskretes Zustandsmodell mit den Matrizen

A = {8(1)} und b = 0.

Die Systemmatrix A besitzt einen doppelten Eigenwert bei 0 und da b = 0 ist, ist die

Matrix [b Ab] ebenfalls Null und ein kontinuierliches System mit diesen Matrizen A, b
wére nicht steuerbar. Die zugehorige Zustandsdifferenzengleichung lautet

01

x(k+1) = [O 0 vi(k+1) = xo(k)

:|X(k3) bzw. k1) = 0
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Fir

o =[]
L2,

ergeben sich folgende Losungen fiir die ersten Schritte:

k=0: T 1) = T,
) = T2
) = x2(l) =
) =0
) = 12(2) =0
) =0

Fiir beliebige Anfangswerte befindet sich der Zustandsvektor nach zwei Schritten im Ur-
sprung. t

Das bedeutet, dafl jedes vollstéandig erreichbare System auch vollsténdig steuerbar ist, die
Umkehrung aber nur dann gilt, wenn die Transitionsmatrix (5.26) regulér ist, d.h. es mufl

detA # 0 (5.27)

gelten.

Damit ist das Kalman—Kriterium bei zeitdiskreten Systemen nur fiir die Erreichbarkeit
notwendig und hinreichend.

Satz 5.1 (Erreichbarkeitskriterium fir zeitdiskrete Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A,b) ist genau dann vollstandig erreichbar, wenn fiir die Er-
reichbarkeitsmatrix Qg gilt:

Rang Qg = Rang [b,Ab, ..., A" 'b] = n. (5.28)
O

Ein Kriterium zur Uberpriifung der Steuerbarkeit zeitdiskreter Systeme kann jetzt mit
Hilfe des Hautus—Kriteriums angegeben werden.

Satz 5.2 (Steuerbarkeitskriterium fiir zeitdiskrete Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A, b) ist genau dann vollstéindig steuerbar, wenn das Hautus-
Kriterium

Rang [MI—Ab]=n (5.29)

fiir alle von Null verschiedenen Eigenwerte \; erfiillt ist. O

Svaricek, 2012 — 62



5 Beischreibung und Analyse im Zustandsraum

Wenn das zeitdiskrete System das dquivalente zeitdiskrete System (Ag, by, c4) eines kon-
tinuierlichen Systems ist, dann folgt aus

Ay, = AT (5.30)

daBl die Systemmatrix A, des zeitdiskreten Systems nur dann Eigenwerte bei 0 haben
kann, wenn das kontinuierliche System Eigenwerte bei —oo hat. In den meisten praktisch
interessierenden Fiéllen wird dies nicht der Fall sein, so dafl man in vielen Lehrbiichern
auch bei zeitdiskreten Systemen nicht zwischen Steuer— und Erreichbarkeit unterscheidet.
Allerdings wird in diesen Lehrbiichern dann als Steuerbarkeit die Erreichbarkeit eines
beliebigen Endzustands vom Ursprung aus definiert.

5.6 Beobachtbarkeit und Rekonstruierbarkeit zeitdiskreter Sy-
steme

Auch die Definition der Beobachtbarkeit von kontinuierlichen Systemen (sieche MA—Skript
RT, Abschnitt 3.7) kann leicht auf zeitdiskrete Zustandsmodelle {ibertragen werden.
Definition 5.3 (Beobachtbarkeit zeitdiskreter Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A, c) heifit vollstdndig beobachtbar, wenn der Anfangszustand
xo aus dem bekannten Verlauf der endlichen Eingangsfolge u(0),...,u(N) und der endli-
chen Ausgangsfolge y(0), ..., y(N) berechnet werden kann. O

Die Erfiillung des bekannten Kalman—Kriteriums ist auch bei zeitdiskreten Systemen not-
wendig und hinreichend fiir die vollstéandige Beobachtbarkeit.

Satz 5.3 (Beobachtbarkeitskriterium fiir zeitdiskrete Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A,c) ist genau dann vollstindig beobachtbar, wenn fiir die
Beobachtbarkeitsmatrix Qp gilt:

Rang Qp = Rang [c, ATc, ..., (AT)"'c] =n. (5.31)
O

Damit sind bei zeitdiskreten Systemen die Erreichbarkeit und die Beobachtbarkeit duale
Eigenschaften. Die zur Steuerbarkeit duale Eigenschaft nennt man Rekosntruierbarkeit
und ist wie folgt definiert:

Definition 5.4 (Rekonstruierbarkeit zeitdiskreter Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A, c) heifit vollsténdig rekonstruierbar, wenn aus dem bekann-
ten Verlauf der endlichen Eingangsfolge u(0),...,u(/N) und der endlichen Ausgangsfolge
y(0), ...,y(N) der Zustand x(N) berechnet werden kann. O

Zwischen der Beobachtbarkeit und der Rekonstruierbarkeit zeitdiskreter Systeme bestehen
jetzt folgende Zusammenhénge:
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e Jedes vollstandig beobachtbare zeitdiskrete System ist auch vollstdndig rekonstru-
ierbar.

e Die Umkehrung gilt jedoch nur, wenn die Systemmatrix des zeitdiskreten Systems
keine Eigenwert bei Null hat.

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zur Uberpriifung der Rekonstruierbarkeit
eines zeitdiskreten Systems kann jetzt auch wieder mit Hilfe des Hautus-Kriteriums an-
gegeben werden:

Satz 5.4 (Rekonstruierbarkeitskriterium fir zeitdiskrete Systeme)

Ein zeitdiskretes System (A, c) ist genau dann vollstindig rekonstruierbar, wenn das
Hautus-Kriterium

AMI—A
Rang { ’ o ] =n (5.32)
fiir alle von Null verschiedenen Eigenwerte \; erfiillt ist. O

5.7 Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit des kontinuierlichen und
des zeitdiskreten Systems

Das #quivalente zeitdiskrete System entsteht aus dem kontinuierlichen System in der

Form, dafl man ein Halteglied vor das kontinuierliche System schaltet und die Ausgangs-

grofe ideal abtastet. Es stellt sich jetzt die Frage, konnen sich die Eigenschaften der
Erreichbarkeit und der Beobachtbarkeit durch Abtastung &ndern?

Offensichtlich ist die Steuerbarkeit/Erreichbarkeit des kontinuierlichen Systems (A,b) not-
wendig fiir die Erreichbarkeit des zeitdiskreten Systems (A4, by). Wenn keine kontinuier-
liche Steuerfunktion w(t) existiert, um einen gewiinschten Endzustand in endlicher Zeit
zu erreichen, so kann dieser Endzustand durch eine stiickweise konstante Steuerfunktion
erst recht nicht ereicht werden. Bereits von Kalman wurde der folgende Zusammenhang
aufgedeckt:

Satz 5.5

Das zeitdiskrete System (Ag4, bg), das aus dem kontinuierlichen System (A, b) durch Ab-
tastung mit der Abtastzeit T entsteht, ist genau dann vollstdndig erreichbar,

— wenn das kontinuierliche System (A, b) vollstéindig erreichbar ist

— und wenn fiir zwei beliebige Eigenwerte A\; und X; (A\; # A;) der Matrix A die
Bedingung

Mt A eNT (5.33)
erfiillt ist. O
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Die zweite Bedingung fordert, dal zwei verschiedene Eigenwerte des kontinuierlichen Sy-
stems auf zwei verschiedene Eigenwerte des zeitdiskreten Systems fithren. Diese Bedin-
gung kann nur dann verletzt werden, wenn das kontinuierliche System zwei komplexe
Eigenwerte

)\1 = 0 —|—jw1, )\2 =90 +jU.J2 (534)
mit gleichem Realteil hat und die Abtastzeit so gewahlt wird, dafl die Beziehung
Nt = eNT (5.35)

gilt.

Es miifite also gelten:
(W —wo)T = £2km, k=1,2,3, ... (5.36)

Fiir ein konjugiert komplexes Eigenwertpaar mit ws, = —w; ist die Erreichbarkeit des
zeitdiskreten Systems dann gegeben, wenn

wiT # +km, k=1,2,3,... (5.37)

Setzt man fiir k£ den kleinsten Wert ein, so ergibt sich, dal die Erreichbarkeit fiir

2
wa > 2w; mit wA:% (5.38)

sichergestellt ist.

Diese Bedingung ist die bekannte Forderung des Abtasttheorems von Shannon, deren
Einhaltung auch die Erreichbarkeit des zeitdiskreten Systems garantiert, wenn das konti-
nuierliche System vollstindig steuerbar ist.

Hat die Systemmatrix A des kontinuierlichen Systems mehrere Paare von konjugiert kom-
plexen Eigenwerte, so stellt die Wahl der Abtastzeit

™

T < (5.39)

Wi maz

mit wWjme, als den betraglich groBten Imaginérteil aller auftretenden komplexen Eigen-
werte sicher, daf§ die vollstdndige Ereichbarkeit bei der Abtastung erhalten bleibt.

Der Satz 5.5 gilt, entsprechend formuliert, auch fiir die Beobachtbarkeit:

Satz 5.6

Das zeitdiskrete System (Ay, cq), das aus dem kontinuierlichen System (A, c) durch Ab-
tastung mit der Abtastzeit T entsteht, ist genau dann vollstdndig beobachtbar,

— wenn das kontinuierliche System (A, c) vollstéandig beobachtbar ist
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— und wenn fiir zwei beliebige Eigenwerte A\; und X; (A\; # A;) der Matrix A die
Bedingung

Nt A et (5.40)

erfiillt ist.

Beispiel:

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion eines schwingungsfihigen PTySystems mit einer
Verstarkung von 1 und einem Dampfungsgrad von 0:

wh
24w

G(s)

Ein zugehoriges Zustandsmodell ist durch
e
Wo 0 —Wo
c" =105 0,5]

gegeben.

Das zugehorige dquivalente zeitdiskrete Zustandsmodell fiir die Abtastzeit T' ergibt sich
zZUu:

A= [ ] =[]

¢ = [0505].
Die Berechnung der Erreichbarkeitsmatrix des zeitdiskreten Systems liefert:
Qr = [ba Asbg]

| bay,  ba, cos(T'wy) — ba, sin(T'wy)
| ba, ba, sin(Twp) + bg, cos(Twy)

Die Erreichbarkeit des Abtastsystems ist nur dann gegeben, wenn

det Qg = by, (bg, sin(Twy) + by, cos(Twy)) —

— by (bay, cos(Twy) — ba, sin(Twy)) (5.41)
= b3, sin(Two) + b7, sin(Twy) (5.42)
= (b3, + b3,)sin(Twy) (5.43)

von Null verschieden ist.
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Aus (5.43) folgt sofort, daf die Erreichbarkeitsmatrix aufgrund des Sinusterms fiir Twy =
4, £27, ... singulér ist. Diese Bedingung kann durch die Wahl der Abtastzeit T' zu

k
T = I p—41,492, .
Wo

immer erfiillt werden.

Setzt man fiir k£ den kleinsten Wert ein, so erhélt man aus

T

T = —

Wo
: _ 27 _ 2
mit wy = = bzw. T_E
2T ™
wa Wo

die Bedingung
wa = 2wy .

Offensichtlich ist die Erreichbarkeit des Abtastsystems dann gewéhrleistet, wenn man die
Abtastzeit so wihlt, dafl

wa > 2w (5.44)

gilt. Die Bedingung (5.44) ist gerade die bekannte Bedingung des Abtasttheorems von
Shannon. Wenn das kontinuierliche System also vollstdndig steuerbar ist, dann gewéhr-
leistet die Einhaltung des Abtasttheorems auch die vollsténdige Erreichbarkeit des zeit-
diskreten Ersatzsystems.

Ein entsprechender Zusammenhang existiert bei Abtastsystem auch bei der Beobachtbar-
keit.
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6 Entwurf digitaler Regler

Fiir den Entwurf digitaler Regler gibt es zwei Moglichkeiten. Ist die Abtastzeit wesentlich
kleiner (Faktor 5 - 10) als die maBgebenden Zeitkonstanten des Regelkreises, so kann der
Regler als kontinuierlicher Regler entworfen und dann als zeitdiskreter Regler realisiert
werden. Dariiber hinaus gibt es Verfahren zum Entwurf zeitdiskreter Regler, die anhand
eines zeitdiskreten Modells der Regelstrecke erfolgen.

6.1 Quasikontinuierliche digitale Regelung

Eine gegebene Regelungsaufgabe kann am besten mit einem kontinuierlichen Regler gelost
werden, da dieser Regler schnellstmoglich auf Regelabweichungen reagieren kann. Die
Abtastung wird nur eingefithrt, um das erhaltene Reglergesetz mit Hilfe eines Prozef3-
rechners oder eines Mikrocontrollers realisieren zu kénnen. Wahlt man dabei eine sehr
kleine Abtastzeit, so stellt der digitale Regler eine gute Approximation des entworfe-
nen kontinuierlichen Reglers dar. Das bedeutet, die Abtastzeit mufl so klein sein, daf}
der Einflul der Zeitdiskretisierung vernachlassigbar ist. Man entwirft also zunéchst einen
kontinuierlichen Regler mit Hilfe eines kontinuierlichen Modells der Regelstrecke und geht
erst bei der Realisierung zu einem zeitdiskreten Regler iiber. Der Entwurf selbst erfolgt
mit Methoden, wie sie beispielsweise in der MA—Vorlesung ”Regelungstechnik” behandelt
wurden.

Die Anwendung der quasikontinuierlichen Vorgehensweise hat nicht nur den Vorteil, dafl
der Regler mit Hilfe bekannter Methoden fiir kontinuierliche Systeme entworfen werden
kann. Ein weiterer Vorteil ist, dal man bei der Betrachtung des kontinuierlichen Regel-
kreises erfahrt, welche Regelgiite prinzipiell mit einer kontinuierlichen Regelung erreicht
werden kann.

In diesem Abschnitt wird diese Entwurfsmoglichkeit zeitdiskreter Regler behandelt. Zu-
néchst wird dabei untersucht, wie kontinuierliche Regelgesetze durch zeitdiskrete Regelge-
setze approximiert werden konnen. Ein haufig auftretendes Problem bei diesem Entwurfs-
vorgehen besteht darin, dass der geschlossene Regelkreis zu wenig gedampft ist, obwohl
der kontinuierliche Kreis die Giiteforderungen erfiillt. Der Grund dafiir ist die zusétzliche
Phasenverschiebung, die durch das Halteglied in den Regelkreis eingebracht wird. Diese
Phasenverschiebung kann man durch Einfiigen eines differenzierenden Korrekturgliedes,
das die Phase wieder anhebt, ausgleichen.

Ein proportionaler Regler

ut) = —Ky(yt) —w(t)) (6.1)
oder eine Zustandsriickfithrung

u(t) = —Kx(t) (6.2)
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kann problemlos als zeitdiskreter Regler aufgefasst werden. Man erhilt die Gleichungen
fiir die zeitdiskrete Realisierung aus (6.1, 6.2) zu

u(k) = —Kp(y(k) —w(k)) (6.3)

bzw.
u(k) = —Kx(k) . (6.4)

Diese einfache Ersetzung des kontinuierlichen durch einen zeitdiskreten Regler bedeutet
jedoch nicht, dafl die Eigenschaften des geschlossenen Regelkreises dabei unverdndert
bleiben miissen.

Der Hauptgedanke bei der quasikontinuierlichen Betrachtung besteht darin, Differentia-
tionen und Integrationen durch Differenzenquotienten bzw. Summen zu ersetzen, wobei
die aus der numerischen Mathematik bekannten Methoden verwendet werden.

Approximation der Differentiation durch den Differenzenquotienten

Treten im Regelgesetz Differentiationen auf, wie es beispielsweise beim D—Anteil eines
Reglers

u(t) = Kpe(t) (6.5)

der Fall ist, so ersetzt man im zeitdiskreten Regler den Differentialquotienten

. de(t)
_ 6.6
o) = = (6.6)
durch den Differenzenquotienten
k) —e(k—1
Ae(h) = R zek=1) (6.7)
T
wobei T" die Abtastzeit ist.
Damit erhélt man die Differenzengleichung eines D—Anteils zu
k) —e(k—1
k) = Ko =ek=1 (6.8)
T
Die Anwendung der z—Transformation auf diese Beziehung liefert
K
U(z) = TD“ — 2 YE(2) (6.9)
und hieraus folgt
U(z) Kp ~1
= = 1 - 1
GD(’Z) E(Z) T ( z ) (6 O)
KD z—1
= — : A1
T (6.11)
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Interessant ist, dal der Parameter des zeitdiskreten Reglers von der Abtastzeit abhéngt.
Dieser Parameter mufl also verdndert werden, wenn man bei der Inbetriebnahme des
Reglers die Abtastzeit verdndert.

Die Wirkung des zeitdiskreten Reglers unterscheidet sich von der des kontinuierlichen. Der
kontinuierliche Regler bringt eine positive Phasenverschiebung mit sich und wirkt deshalb
bei vielen Regelstrecken stabilisierend. Demgegeniiber verursacht der zeitdiskrete Regler
eine Phasennacheilung, denn er hat einen Pol bei Null. Der Grund liegt in der Tatsache
begriindet, dafl der Regler einen Takt ”warten” muf}, bevor er die Differenzenbildung
ausfithren kann.

Allerdings ist der diskrete D—Regler technisch realisierbar, da bei der Bildung des Regel-
gesetzes nur die tatsdchlich verfiigharen Informationen verwendet werden. Der kontinu-
ierliche D—Regler in der Form (6.5) ist demgegeniiber nicht realisierbar (vgl. SRT—Skript,
Abschnitt 2.6.2).

Approximation der Integration

Die zeitdiskrete Realisierung des I-Anteiles eines Reglers

t

u(t) = Ti[ e(t)dr (6.12)

kann mit Hilfe der Verfahren der numerischen Integration berechnet werden. Verwendet
man die Trapezregel

T €(0) k-1

w(kT) = TI(T+Ze(¢T)+ =) (6.13)

so erhélt man die rekursive Form des Regelgesetzes zu:

ulk) = u(k—1)+ %(e(k: — 1) +e(k)) . (6.14)

Im Frequenzbereich wird damit die Ubertragungsfunktion

Gi(s) = ﬁ (6.15)

durch die z-Ubertragungsfunktion

T z+1

Giz) = o5 T

(6.16)

ersetzt.

Svaricek, 2012 - 70



6 Entwurf digitaler Regler

Digitaler PID—Regler

Das Zeitverhalten des analogen PID-Reglers wird durch folgende Gleichung (vgl. GI.
(4.7) im Vorlesungsskript SRT') beschrieben:

¢
K
ug(t) = Kpge(t) + Tf/e(T)dT + KgTp
0

de(t)
dt

(6.17)

wobei K die Proportional-Verstarkung,

Kpg
T = —
I K,
die Nachstellzeit und
Kp
Th = —=
D Kn

die Vorhaltezeit ist.

Zum Aufstellen der z—Ubertragungsfunktion des digitalen PID-Reglers mufl man lediglich
die drei Summanden einzelnen in der zuvor besprochenen Weise behandeln:

GP(S) = KR — GP(Z) = KR
KR T z+1
G[(S) = m — G[(Z) = KRQ—Q_‘IZ 1
Tpz—1
GD(S) = KRTDS — G[(Z) = KR?DZ .
z

Man erhélt damit fiir den zeitdiskreten PID-Regler im z—Bereich folgenden Zusammen-
hang zwischen Ein- und Ausgangsgrofle:

T z4+1 Tpz-—1

— Kl
U(2) r Yo a1 T

VE(2) . (6.18)

Das Ubertragungsverhalten des PID-Reglers wird also durch eine z—Ubertragungsfunktion
zweiter Ordnung beschrieben:

U(Z) d222 + dlz + do

Gpp(2) = Q) - 1) (6.19)
mit

dy = KR(1+21TI+T?D) (6.20)

d = KR(—1+2%—%) (6.21)

dy = K’;TD. (6.22)
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Fiir die Realisierung des Reglers wird die zu der angegebenen Ubertragungsfunktion (6.19)
gehorige Differenzengleichung aufgestellt. Hierzu wird (6.19) zu

2(z—=1)U(2) = (do2* +diz+do)E(2) (6.23)

umgeformt und beide Seiten durch z dividiert:

(1-D0¢) = (d+ dlé + doé)E(z). (6.24)

z

Durch Anwendung der inversen z-Transformation erhéilt man die gesuchte Differenzen-
gleichung zu

u(k) = u(k—1)+dse(k)+die(k — 1)+ doe(k —2) . (6.25)

In dieser Darstellung wird aus gegebenen Werten fiir die Regelabweichung und einem alten
Wert der StellgroBle die Stellgréfle zum aktuellen Zeitpunkt k berechnet. Das Entwurfs-
verfahren wird deshalb als Stellungsalgorithmus oder Positionsalgorithmus bezeichnet.
Eine andere gebrauchliche Darstellung des PID-Reglers erhélt man durch Betrachtung
der Anderung der StellgréBe

Au(k) = u(k) —u(k—1) (6.26)
Au(k) = dee(k)+ die(k — 1) + doe(k —2) . (6.27)

Diese Darstellung nennt man Geschwindigkeitsalgorithmus. Sie wird bei integralwirken-
den Stellgliedern verwendet, beispielsweise, wenn ein Stellventil iiber einen Stellmotor
angesteuert wird.

Wéhlt man die Abtastzeit T kleiner als 1/10 der dominierenden Zeitkonstante des Sy-
stems, so konnen unmittelbar die Parameter des kontinuierlichen PID-Reglers in die Gln.
(6.20) bis (6.22) eingesetzt werden, wie sie aufgrund von Einstellregeln oder Erfahrungs-
werte bekannt sind.
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A Die Fourier—Transformation

Die Fourier-Transformation, die nach dem franzosischen Mathematiker Jean—Baptiste
Joseph Fourier benannt ist, ist eine Transformation, die eine Funktion in ihre Sinus—
und Kosinus—Bestandteile (Basisfunktionen) mit verschiedenen Frequenzen zerlegt. Ent-
sprechend dieser physikalisch inspirierten Betrachtungweise wird die Transformation einer
Funktion in den Frequenzbereich auch als Fourieranalyse bezeichnet, die Riicktransforma-
tion als Fouriersynthese.

Alternativ kann man als Basisfunktion auch die Exponentialfunktion mit imaginidrem
Argument verwenden, da in diesem Fall der Realteil der Exponentialfunktion dem Kosinus
und der Imaginérteil dem Sinus entspricht. Diese Form nennt man auch komplexe Fourier—
Transformation, da die transformierte Funktion komplexe Werte annimmt und die zu
transformierende Funktion komplexe Werte annehmen kann.

Je nach der zu transformierenden Funktion und der transformierten Funktion unterschei-
det man:

Fourier-Reihe

— Kontinuierliche Fourier—Transformation

Diskrete Fourier—Transformation

— Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

Als verallgemeinerte Fouriertransformation wird jede Zerlegung einer Funktion in ein Sy-
stem von Basisfunktionen bezeichnet. Dabei miissen die Basisfunktionen geeignet gewéhlt
werden, so dass die Zerlegung eindeutig und umkehrbar ist.

A.1 Fourier—Reihe

Ein periodisches Signal mit der Periodendauer Tj, z. B. ein Rechtecksignal, kann als eine
unendliche Reihe harmonischer Signale dargestellt werden, entweder in dieser Form:

— ?0 + ; a,, cos(nwot) + by, sin(nwot)] (A.1)
mit
To/2 )
2 2
wo = ?:; a, = T / f(t) cos(nwyt)dt
~To/2
T2 (A.2)
2
b, = — / f(t) sin(nwot)dt
1o
—To/2 )
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oder in komplexer Notierung:

To/2
+o0
0= 3 e i o= [ f@erea (A3)
n=—o0 —Tp/2

Die rechte Seite der Gl. (A.1) nennt man Fourier—Reihe von f(t) mit der Grund(kreis)fre-
quenz wy. Die reellen Koeffizienten a,, und b,, heilen Fourier—Koeffizienten der Fourier—
Reihe und koénnen graphisch als diskrete Linienspektren dargestellt werden, Bild A.1.

p by,

wWo 2wy w wWo 2wy w
a) b)

Bild A.1: Darstellung eines periodischen Signals durch Linienspektren
a) Anteil der Cosinus-Glieder  b) Anteil der Sinus-Glieder

Werden auf der rechten Seite der Gl. (A.1) die Sinus— und Cosinusschwingungen gleicher
Frequenz zusammengefaflt, so erhélt man folgende alternative Form der Fourier—Reihe:

Ft) = Ag+ > Ay sin(nwot + ¢y) (A.4)
n=1

mit

Ay = 2 (A5)

2

A = yJa2+0b, =12, (A.6)

und
Q; .
p; = arctan 50 = 1,2, .. (A.7)

Die Summanden fiir n = 1 in den Gleichungen (A.1) und (A.4) beschreiben die Grund-
schwingung oder erste Harmonische der Fourier—Zerlegung. Alle anderen Summanden
sind Funktionen mit einem Vielfachen der Grundfrequenz wy und werden als Oberwellen
oder Oberschwingungen bezeichnet.
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Die Form (A.3) nennt man komplexe Fourier—Reihe mit im allgemeinen komplexen Fourier—
Koeffizienten ¢,. Ein Vergleich mit den Koeffizienten A; in Gl. (A.4) liefert

Co — AQ (A8)
ol = Sl4l (£0) (19)
argc; = @; (1#0). (A.10)

Der Betrag |c,| und die Phase arg ¢; der komplexen Fourier—Koeffizienten lassen sich
ebenfalls in der Form diskreter Spektren darstellen. Man nennt |¢;| fir n = —o0...00 das
Amplitudenspektrum und arg ¢; das Phasenspektrum der periodischen Funktion f(t).

Beispiele

In Bild A.2 sind ein symmetrisches periodisches Rechteck— und ein Dreiecksignal darge-
stellt.

~ A~

f()/f f)/f

0 Ty t 0 To t

a) b)

Bild A.2: Beispiel periodischer Funktionen a) Rechteckfunktion b) Dreieckfunktion

Die Fourier-Entwicklung lautet

fiir die Rechteckfunktion:

flt) = 1/ (sin(wot) + %sin(?)wot) + é sin(bwot) + - - ) : (A.11)

™

und fiir die Dreieckfunktion:

f(t) = 8 (sin(wot) - %sin(?)wot) + %sin(&uot) + - ) . (A.12)

T2

Die periodischen Funktionen setzen sich aus einer Uberlagerung (Addition) unendlich
vieler harmonischer Funktionen mit diskreten Frequenzen zusammen. Die zugehorigen
Linienspektren zeigt Bild A.3.
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i
a(w)/F
"
0,5 | | I
0 0 Wo 3(&)0 5(4)0

a)

Wo

3&)0 5&)0

Bild A.3: Linienspektrum a) der Rechteckfunktion b) der Dreieckfunktion

Die Approximation der periodischen Funktionen durch die Grundwelle und der ersten

Oberwelle ist im Bild A.4 dargestellt.

A

1

/N

-1

Nl T Nod

t

a)

Bild A.4: Grundwelle und Summe aus Grundwelle und 1. Oberwelle a) zur Rechteck-

welle b) zur Dreieckfunktion
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A.2 Kontinuierliche Fourier—Transformation

Die Anwendung der Fourier-Reihe beschriankt sich auf periodische Funktionen. Wird die
Periodenlénge Ty immer weiter ausgedehnt (vgl. Bild A.5), gelangt man im Grenzfall zu
den nichtperiodischen oder auch aperiodischen Vorgéangen.

FK
A
T _ T, sin (0T,/2)
:E.: : : : : ! To " / To oT,/2
8 [N il
| | | I -
S " ] N !
I T sl
T, uk
- +—> %=1/8 ‘
we ] ] Al
1= » t U,JJ’ [ ‘ “WH L B » O
; T, 8
A Fk
.l_ A
T ) T _
ﬁ’: 16 } T.= 1116 / ‘
= » t 4 i ®

T, 16 Spektrallinien

Bild A.5: Spektrum von Pulsfolgen mit verschiedenen Periodendauern

Die Grundfrequenz wy = 27 /Ty wird demzufolge unendlich klein. Dies fiihrt allerdings zu
verschwindenden Fourier-Koeffizienten in Gleichung (A.3):

Ty 00 =¢,=0, fir n=—o0..00. (A.13)

Die komplexen Fourier-Koeffizienten in (A.3) ersetzt man deshalb durch die Gréfien

To/2

Fu(Ty) = cuTp = / Ft)eImeotdt (A.14)

—To/2

die als eine Amplitudendichte interpetiert werden kénnen. Der Grenzwert der Amplitu-
dendichte A.14 fiir

TO*)OO

lim F,(T,) = / fe@dt = F(jw). (A.15)

entspricht dann der Spektraldichte bzw. der Fourier—Transformierten der aperiodischen
Funktion f(t).
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Die Fourier-Reihe (A.3) geht dann in ein Fourierintegral iber:

+oo
flt)y = % F(jw)e’tdw (A.16)

—00

mit der Fouriertransformierten
—+o00
F(jw) = /f(t)e_j“’tdt (A.17)

von f(t).

Die Fourier-Transformation (A.17) bildet eine Funktion der Zeit, f(¢), in eine Funktion
der Frequenz, F(jw) ab. Man schreibt symbolisch:

F(jw) = F{f®O) ft) = FH{F(w)} .

Die Existenz einer Fourier—Transformation ist an die strenge Konvergenzbedingung
/ F(D)|dt < oo (A.18)

gebunden. Diese Bedingung besagt, dafl die Funktion f(¢) absolut integrierbar sein muf.

Die Fouriertransformierte oder Spektraldichte F'(jw) ist eine komplexwertige Funktion
der reellen Frequenz w mit dem Betrag |F'(jw)| und der Phase arg F'(jw) und wird auch
als Spektrum der Zeitfunktion f(t) bezeichnet. Die graphische Darstellung von |F(jw)|
und arg F'(jw) nennt man Amplitudendichtespektrum bzw. Phasenspektrum.

Die Fourier-Transformation zeigt, dafl auch nichtperiodische Signale als Summe sinus-
formiger Signale dargestellt werden kénnen, wobei das Amplitudendichtespektrum und
das Phasenspektrum kontinuierlich sind.

f F(iw)
A A
T, T, sin(wT,/2)
1 oT,/2
2n 2n
» t T1 T1 >
v _/ N @
P
a) T b)

Bild A.6: Zeitverlauf (a) und Spektraldichte (b) eines einzelnen Rechtecks.

Als ein Beispiel zeigt Bild A.6 das Amplitudendichtespektrum des Rechteckimpulses, der
aus der in Bild A.5 betrachteten Pulsfolge fiir Ty — oo hervorgeht.
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Zur Verdeutlichung des Unterschiedes zwischen dem kontinuierlichen Amplitudendichte-
spektrum |F'(jw)| der Fourier—Transformation und dem diskreten Amplitudenspektrum
der Fourierzerlegung kann man die Gl. (A.16) als eine Zerlegung der Funktion f(t) in
Elementarsignale

F(jw)edw (A.19)

deuten. Da das Frequenzintervall dw unendlich klein ist auch die komplexe Amplitude
F(jw)dw dieser Elementarsignale unendlich klein. Dividiert man die komplexe Amplitude
F(jw)dw durch das Frequenzintervall dw, dann bekommt man die Gréfle F'(jw), die man
daher als Amplitudendichte interpretieren kann. Demgegeniiber beschreiben die Koeffizi-
enten ¢, der Fourierzerlegung die absolute Amplitude einer einzelnen Sinusschwingung.

Dieser Unterschied hat beispielsweise zur Folge, dafl zwar die Fourierzerlegung einer rei-
nen Sinusfunktion sin wyt moglich ist, nicht jedoch die Fourier-Transformation, da die
Konvergenzbedingung (A.18) offensichtlich nicht erfiillt ist. Die Fourier—Transformation
eines reinen Sinussignals miifite auf eine einzelne Sinusschwingung mit einer unendlich
grofilen Amplitudedichte bei der Frequenz wy fiithren, was einem Diracimpuls §(w — wy)
entspricht.

A.3 Diskrete Fourier—Transformation

Die diskrete Fourier—Transformation (DFT) kann zur ndherungsweisen numerischen Be-
rechnung des Spektrums kontinuierlicher Signale verwendet werden. Hierbei ist zu beriick-
sichtigen:

— Bedingt durch den endlichen Speicherplatz im Digitalrechner kénnen nur endlich
viele Werte f(k) verarbeitet werden.

— Neben der Zeit mufl auch die Frequenz diskretisiert werden, da der Rechner nur
diskrete Zahlenwerte verarbeiten kann.

Ausgangspunkt zur Herleitung der DF'T ist die Fourier—Transformierte
+00
F(jw) = / f(t)e 7#tde (A.20)

eines kontinuierlichen Signals f(t). Zunéchst ersetzt man in (A.20) das kontinuierliche
Signal durch ein Signal, das man aus der Multiplikation des kontinuierlichen Signals f(t)
mit einer Folge von Dirac—Impulsen erhélt:

F = 50 Y 8- nT) (A.21)

n=—oo

= ) f(nT)s(t—nT). (A.22)

n=—oo
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Dabei kann f*(¢) als kontinuierliche Darstellung eines mit f4 = 1/7 abgetasteten Signals
angesehen werden. Die Abtastwerte f(kT) treten als Gewichte der Dirac-Impulse auf.

Fy(jw) = / fr(t)e“tde (A.23)

T
— F(nT)§(t — nT)e 7 dt (A.24)
>

n=—oo

Vertauscht man die Reihenfolge von Summation und Integration, so ergibt sich:

Fy(jw) = Z /f(nT)é(t—nT)ej”tdt. (A.25)

n=—oo

Da die Abtastwerte f(nT) nur implizit von ¢ abhéngen, kann f(nT") vor das Integralzei-
chen geschrieben werden:

Fy(jw) = Z f(nT)/&(t—nT)ej”tdt. (A.26)

n=—oo
—0o0

Das verbleibende Integral kann mit Hilfe der Definition des Diracimpulses und der Aus-
blendeigenschaft analytisch gelost werden:

+o0 ‘ s
Fy(jw) = > f(nT)e 7" / 6(t — nT)dt (A.27)

n=—oo
—00

= Z f(nT)e 7T (A.28)

n=—oo

Aus der unendlichen Anzahl von Abtastwerten mufl nun eine endliche Anzahl N aus-
gewihlt werden. Dieser Signalausschnitt, auch Fensterbreite genannt, sollte wie folgt
gewahlt werden:

— Bei einem einmaligen, energiebegrenzten Signal die gesamte Impulsdauer.
— Bei einem periodischen Signal mindestens einige Perioden.

— Bei einem stochastischen Signal mindestens einige Perioden der tiefsten interessie-
renden Frequenz.

Das Spektrum des abgetasteten und gefensterten Signals ergibt sich dann zu:

N-1

Fy(jw) = Y f(nT)e 7. (A.29)
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Die Funktion ist periodisch mit einer Periodenléinge 7" und hat nur an N Frequenzstel-
len linear unabhéngige Funktionswerte. Die Funktion Fy(jw) wird daher nur fir N
dquidistante Frequenzen

27k

= — k=0,1,2,...N—1 A.30
w TN’ Y ) Y ) ( )
ausgewertet:
2k =
- 27k
Fdf(jﬁ) = f(nT)e 9 ~N",  k=0,1,2,...N—1. (A.31)

Il
=)

n

Zur Vereinfachung 148t man die Kennzeichnung 4 und alle Argumente bis auf die Zeit—
und Frequenzindizes weg;:

F(k) = f(n)e? ~"  k=0,1,2,..,N—1. (A.32)

Die Gleichung (A.32) ist die Definition der Diskreten Fourier—Transformation (DFT).
Symbolisch schreibt man F'(k) = DFT{ f(n)}.

Die Definition der diskreten Fourier-Riicktransformation, auch inverse DFT (IDFT) ge-
nannt, lautet

N—-1
fn) = <D F(R)EF" n=01,2..,N-1. (A.33)
k=0

2l=

Folgerungen aus der DFT-Definition:

— Die DFT liefert aufgrund des endlichen MeBintervalls (N - T') eine Naherung des
Spektrums an N diskreten Punkten der Frequenzachse.

— Den Abstand

1

Af = %fm mit  fq = - (A.34)

zweier Frequenzpunkte nennt man Frequenzauflosung der DFT. Die Frequenzauflésung
ist gleich dem Kehrwert des Mefintervalls.

— Die oberste darstellbare Signalfrequenz ergibt sich zu

fmax = gAf (A35)
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A.3.1 Approximation der Fourier—Reihe mit Hilfe der DFT

Entsprechend Abschnitt A.1 148t sich ein periodisches Signal mit der Grundkreisfrequenz
wp in die folgende Fourier-Reihe zerlegen:

f(t) = Ao+ Z A, sin(nwot + ¢5,) - (A.36)
n=1
Die Amplituden Ag, Ay, ... und die Phasenwinkel g, ¢1, ... werden dann durch die DFT
wie folgt approximiert:

1
Ay =~ —|F A.
0 ~IFOI (A.37)

9 1,2,...,N/2 N gerade
ZIPWI, k= (A.38)
1,2,...,(N—1/)2 N ungerade

Y )

Ak

Q

1,2,..,N/2 N gerade

arg F(k), k= ’ . (A.39)
1,2,...,(N—=1/)2 N ungerade

Q

Pk

A.4 Schnelle Fourier—Transformation, FFT

Die 1965 von Cooley und Tukey entwickelte schnelle Fourier—Transformation (Fast Fourier
Transformation) ist der wohl wichtigste Algorithmus in der digitalen Signalverarbeitung.
Die FFT liefert dieselben Ergebnisse wie die diskrete Fourier—Transformation mit einer
erheblich geringeren Anzahl von Rechenoperationen. Wiahrend die DTF fiir N zu trans-
formierende Werte N? komplexe Multiplikationen und Additionen benétigt, sind bei der
FFT, sofern N eine Potenz von 2 ist, nur etwa N -log(/N) Operationen notwendig. Folglich
spart man bei N = 1024 etwa 99% der Operationen ein.
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